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函数模型及其应用

一．课标要求：

1．利用计算工具，比较指数函数、对数函数以及幂函数增长差异；结合实例体会直线上升、指数爆炸、对数增长等不同函数类型增长的含义；

2．收集一些社会生活中普遍使用的函数模型（指数函数、对数函数、幂函数、分段函数等）的实例，了解函数模型的广泛应用。
二．命题走向

函数应用问题是高考的热点，高考对应用题的考察即考小题又考大题，而且分值呈上升的趋势。高考中重视对环境保护及数学课外的的综合性应用题等的考察。出于“立意”和创设情景的需要，函数试题设置问题的角度和方式也不断创新，重视函数思想的考察，加大函数应用题、探索题、开放题和信息题的考察力度，从而使高考考题显得新颖、生动和灵活。

预测2009年的高考，将再现其独特的考察作用，而函数类应用题，是考察的重点，因而要认真准备应用题型、探索型和综合题型，加大训练力度，重视关于函数的数学建模问题，学会用数学和方法寻求规律找出解题策略。

（1）题型多以大题出现，以实际问题为背景，通过解决数学问题的过程，解释问题；

（2）题目涉及的函数多以基本初等函数为载体，通过它们的性质（单调性、极值和最值等）来解释生活现象，主要涉计经济、环保、能源、健康等社会现象。

三．要点精讲

1．解决实际问题的解题过程

（1）对实际问题进行抽象概括：研究实际问题中量与量之间的关系，确定变量之间的主、被动关系，并用x、y分别表示问题中的变量；

（2）建立函数模型：将变量y表示为x的函数，在中学数学内，我们建立的函数模型一般都是函数的解析式；

（3）求解函数模型：根据实际问题所需要解决的目标及函数式的结构特点正确选择函数知识求得函数模型的解，并还原为实际问题的解.
这些步骤用框图表示：


2．解决函数应用问题应着重培养下面一些能力：

（1）阅读理解、整理数据的能力：通过分析、画图、列表、归类等方法，快速弄清数据之间的关系，数据的单位等等；

（2）建立函数模型的能力：关键是正确选择自变量将问题的目标表示为这个变量的函数，建立函数的模型的过程主要是抓住某些量之间的相等关系列出函数式，注意不要忘记考察函数的定义域；

（3）求解函数模型的能力：主要是研究函数的单调性，求函数的值域、最大（小）值，计算函数的特殊值等，注意发挥函数图象的作用。

四．典例解析

题型1：正比例、反比例和一次函数型
例（1）（2008江苏17
17．如图，某地有三家工厂，分别位于矩形ABCD的两个顶点A，B及CD的中点P处．AB＝20km，BC＝10km．为了处理这三家工厂的污水，现要在该矩形区域上（含边界）且与A，B等距的一点O处，建造一个污水处理厂，并铺设三条排污管道AO，BO，PO．记铺设管道的总长度为ykm．

（1）按下列要求建立函数关系式：

（i）设
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（rad），将
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表示成
[image: image3.wmf]q

的函数；

（ii）设
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（km），将
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表示成
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的函数；                  （2）请你选用（1）中的一个函数关系确定污水处理厂的位置，使铺设的污水管道的总长度最短。
【解析】本小题主要考查函数最值的应用．
（Ⅰ）①由条件知PQ 垂直平分AB，若∠BAO=
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所求函数关系式为
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②若OP=
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所求函数关系式为
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（Ⅱ）选择函数模型①，
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令
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是
[image: image31.wmf]q

的增函数，所以当
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。这时点P 位于线段AB 的中垂线上，在矩形区域内且距离AB 边
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（2）．某地区1995年底沙漠面积为95万公顷，为了解该地区沙漠面积的变化情况，进行了连续5年的观测，并将每年年底的观测结果记录如下表。根据此表所给的信息进行预测：（1）如果不采取任何措施，那么到2010年底，该地区的沙漠面积将大约变为多少万公顷；（2）如果从2000年底后采取植树造林等措施，每年改造0.6万公顷沙漠，那么到哪一年年底该地区沙漠面积减少到90万公顷？
 
	观测时间
	1996年底
	1997年底
	1998年底
	1999年底
	2000年底

	该地区沙漠比原有面积增加数（万公顷）
	0.2000
	0.4000
	0.6001
	0.7999
	1.0001


 
解析：（1）由表观察知，沙漠面积增加数y与年份数x之间的关系图象近似地为一次函数y=kx+b的图象。
将x=1，y=0.2与x=2，y=0.4，代入y=kx+b，
求得k=0.2，b=0，
所以y=0.2x（x∈N）。
因为原有沙漠面积为95万公顷，则到2010年底沙漠面积大约为
95+0.5×15=98（万公顷）。
（2）设从1996年算起，第x年年底该地区沙漠面积能减少到90万公顷，由题意得
95+0.2x－0.6(x－5)=90，
解得x=20（年）。
故到2015年年底，该地区沙漠面积减少到90万公顷。

点评：初中我们学习过的正比例、反比例和一元一次函数的定义和基本性质，我们要牢固掌握。特别是题目中出现的“成正比例”、“成反比例”等条件要应用好。

例2．（2008安徽理20）
（本小题满分12分）
设函数
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（Ⅰ）求函数
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（Ⅱ）已知
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成立，求实数
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的取值范围。

点评：该题应用了正比例函数的数字特征，从而使问题得到简化。而不是一味的向函数求值方面靠拢。

题型2：二次函数型
例3．一辆中型客车的营运总利润y（单位：万元）与营运年数x（x∈N）的变化关系如表所示，则客车的运输年数为（）时该客车的年平均利润最大。
（A）4    （B）5    （C）6    （D）7
	x年
	4
	6
	8
	…
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解析：表中已给出了二次函数模型
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由表中数据知，二次函数的图象上存在三点（4，7），（6，11），（8，7），则
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解得a=－1，b=12，c=-25，
即[image: image44.wmf]25

12

2

-

+

-

=

x

x

y

。
[image: image45.png]x+12-2
X

@ Dy
x

=10+





而取“=”的条件为[image: image46.wmf]x

x
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，
即x=5，故选（B）。

点评：一元二次函数是高中数学函数中最重要的一个模型，解决此类问题要充分利用二次函数的结论和性质，解决好实际问题。
例4．行驶中的汽车，在刹车后由于惯性的作用，要继续向前滑行一段距离后才会停下，这段距离叫刹车距离。为测定某种型号汽车的刹车性能，对这种型号的汽车在国道公路上进行测试，测试所得数据如下表。在一次由这种型号的汽车发生的交通事故中，测得刹车距离为15.13m，问汽车在刹车时的速度是多少？
 
	刹车时车速v/km/h
	15
	30
	40
	50
	60
	80

	刹车距离s/m
	1.23
	7.30
	12.2
	18.40
	25.80
	44.40


 
解析：所求问题就变为根据上表数据，建立描述v与s之间关系的数学模型的问题。此模型不能由表格中的数据直接看出，因此，以刹车时车速v为横轴，以刹车距离s为纵轴建立直角坐标系。根据表中的数据作散点图，可看出应选择二次函数作拟合函数。假设变量v与s之间有如下关系式：[image: image47.wmf]c
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，因为车速为0时，刹车距离也为0，所以二次曲线的图象应通过原点（0，0）。再在散点图中任意选取两点A（30，7.30），B（80，44.40）代入，解出a、b、c于是
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将s=15.13代入得
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解得v≈45.07。
所以，汽车在刹车时的速度是45.07km/h。

例5．（2008湖南理21．）
已知函数
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（I）证明：
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（II）若存在实数c，使函数
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解：（I）因为函数
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       所以函数
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         因此, 当
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题型3：分段函数型
例6．某集团公司在2000年斥巨资分三期兴建垃圾资源化处理工厂，如下表：
 
	一期2000年投入
1亿元
	兴建垃圾堆肥厂
	年处理有机肥十多万吨
	年综合收益
2千万元

	二期2002年投入
4亿元
	兴建垃圾焚烧发电一厂
	年发电量1.3亿kw/h
	年综合收益
4千万元

	三期2004年投入
2亿元
	兴建垃圾焚烧发电二厂
	年发电量1.3亿kw/h
	年综合收益
4千万元


 
如果每期的投次从第二年开始见效，且不考虑存贷款利息，设2000年以后的x年的总收益为f(x)（单位：千万元），试求f（x）的表达式，并预测到哪一年能收回全部投资款。
解析：由表中的数据知，本题需用分段函数进行处理。由表中的数据易得，
f(x)=[image: image128.wmf]ï
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显然，当n≤4时，不能收回投资款。
当n≥5时，由f(n)=10n-24>70，
得n>9.4，取n=10。
所以到2010年可以收回全部投资款。

点评：分段函数是根据实际问题分类讨论函数的解析式，从而寻求在不同情况下实际问题的处理结果。

例7．（2008广东，17）
（本小题满分12分）

某单位用2160万元购得一块空地，计划在该地块上建造一栋至少10层、每层2000平方米的楼房.经测算，如果将楼房建为x(x≥10)层，则每平方米的平均建筑费用为560+48x（单位：元）.为了使楼房每平方米的平均综合费用最少，该楼房应建为多少层？

（注：平均综合费用＝平均建筑费用+平均购地费用，平均购地费用＝
[image: image129.wmf]购

地

总

费

用

建

筑

总

面

积

）

【解析】设楼房每平方米的平均综合费为f（x）元，则
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     当 
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因此 当
[image: image139.wmf]15
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时，f（x）取最小值
[image: image140.wmf](
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；

答：为了楼房每平方米的平均综合费最少，该楼房应建为15层。
点评：本题主要考查由函数图象建立函数关系式和求函数最大值的问题.考查运用所学知识解决实际问题的能力.
题型4：三角函数型
例8．某港口水的深度y(m)是时间t（0≤t≤24，单位：h）的函数，记作y=f(t)。下面是某日水深的数据：
 
	t/h
	0
	3
	6
	9
	12
	15
	18
	21
	24

	y/m
	10.0
	13.0
	9.9
	7.0
	10.0
	13.0
	10.1
	7.0
	10.0


 
经长期观察，y=f(t)的曲线可以近似地看成函数y=Asinωt+b的图象。（1）试根据以上数据求出函数y=f(t)的近似表达式；（2）一般情况下，船舶航行时，船底离海底的距离为5m或5m以上时认为是安全的（船舶停靠时，船底只需不碰海底即可）。某船吃水深度（船底离水面的距离）为6.5m，如果该船希望在同一天内安全进出港，请问，它最多能在港内停留多少时间（忽进出港所需的时间）？
解析：题中直接给出了具体的数学模型，因此可直接采用表中的数据进行解答。
（1）由表中数据易得[image: image141.wmf]3
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，周期T=12，[image: image142.wmf]6
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所以[image: image143.wmf]10
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（2）由题意，该船进出港时，水深应不小于
5+6.5=11.5（m），
所以[image: image144.wmf]5
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化为[image: image145.wmf]2
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应有[image: image146.wmf]6
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，
解得12k+1≤t≤12k+5  （k∈Z）。
在同一天内取k=0或1，
所以1≤t≤5或13≤t≤17，
所以该船最早能在凌晨1时进港，最晚在下午17时出港，在港口内最多停留16个小时。

点评：三角型函数解决实际问题要以三角函数的性质为先，通过其单调性、周期性等性质解决实际问题。特别是与物理知识中的电压、电流、简谐振动等知识结合到到一块来出题，为此我们要对这些物理模型做到深入了解。

题型5：不等式型

例9．（2007湖南理20）
对1个单位质量的含污物体进行清洗, 清洗前其清洁度(含污物体的清洁度定义为: 
[image: image147.wmf]）

物体质量（含污物）
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为
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, 要求清洗完后的清洁度为
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.  有两种方案可供选择, 方案甲: 一次清洗;   方案乙: 分两次清洗. 该物体初次清洗后受残留水等因素影响, 其质量变为
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[image: image154.wmf]y

单位质量的水第二次清洗后的清洁度是
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其中
[image: image156.wmf]c
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是该物体初次清洗后的清洁度.。

(Ⅰ)分别求出方案甲以及
[image: image158.wmf]95
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时方案乙的用水量, 并比较哪一种方案用水量较少; 

(Ⅱ)若采用方案乙, 当
[image: image159.wmf]a

为某固定值时, 如何安排初次与第二次清洗的用水量, 使总用水量最小? 并讨论
[image: image160.wmf]a

取不同数值时对最少总用水量多少的影响.
解析：(Ⅰ)设方案甲与方案乙的用水量分别为x与z,由题设有
[image: image161.wmf]0.8
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=0.99,解得x=19.

由
[image: image162.wmf]0.95
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得方案乙初次用水量为3, 第二次用水量y满足方程:      
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解得y=4
[image: image164.wmf]a

,故z=4
[image: image165.wmf]a

+3.

即两种方案的用水量分别为19与4
[image: image166.wmf]a

+3.
因为当
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即

,故方案乙的用水量较少.
（II）设初次与第二次清洗的用水量分别为
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与
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，类似（I）得
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当
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为定值时,
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当且仅当
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故
[image: image181.wmf]1
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时总用水量最少,

此时第一次与第二次用水量分别为
[image: image182.wmf]25125
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最少总用水量是
[image: image183.wmf]()451
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当
[image: image184.wmf]'

25

13,()10

aTa

a

££=->

时

,故T(
[image: image185.wmf]a

)是增函数，这说明,随着
[image: image186.wmf]a

的值的最少总用水量, 最少总用水量最少总用水量.
点评：该题建立了函数解析式后，通过基本不等式“
[image: image187.wmf]x

x
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+

”解释了函数的最值情况，而解决了实际问题。该问题也可以用二次函数的单调性判断。
例10．（2008湖北，文、理19）
（本不题满分12分）

    如图，要设计一张矩形广告，该广告含有大小相等的左右两个矩形栏目（即图中阴影部分），这两栏的面积之和为18000cm2,四周空白的宽度为10cm，两栏之间的中缝空白的宽度为5cm，怎样确定广告的高与宽的尺寸（单位：cm），能使矩形广告面积最小？


解法1：设矩形栏目的高为a cm，宽为b cm，则ab=9000.


①

广告的高为a+20，宽为2b+25，其中a＞0，b＞0.

广告的面积S＝(a+20)(2b+25)

＝2ab+40b+25a+500＝18500+25a+40b
≥18500+2
[image: image188.wmf]b
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当且仅当25a＝40b时等号成立，此时b=
[image: image190.wmf]a
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,代入①式得a=120，从而b=75.

即当a=120，b=75时,S取得最小值24500.

故广告的高为140 cm,宽为175 cm时，可使广告的面积最小.

解法2：设广告的高为宽分别为x cm，y cm，则每栏的高和宽分别为x－20，
[image: image191.wmf],
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两栏面积之和为2(x－20)
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广告的面积S=xy=x(
[image: image194.wmf]25

20

18000

+

-

x

)＝
[image: image195.wmf]25

20

18000

+

-

x

x,

整理得S=
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因为x－20＞0，所以S≥2
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当且仅当
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此时有(x－20)2＝14400(x＞20)，解得x=140，代入y=
[image: image199.wmf]20
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+25,得y＝175，

即当x=140，y＝175时，S取得最小值24500，

故当广告的高为140 cm，宽为175 cm时，可使广告的面积最小.

点评：本题主要考查运用所学数学知识和方法解决实际问题的能力。以及函数概念、性质和不等式证明的基本方法。

题型6：指数、对数型函数

例11．有一个湖泊受污染，其湖水的容量为V立方米，每天流入湖的水量等于流出湖的水量。现假设下雨和蒸发平衡，且污染物和湖水均匀混合。

用
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，表示某一时刻一立方米湖水中所含污染物的克数（我们称其湖水污染质量分数），
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（1）当湖水污染质量分数为常数时，求湖水污染初始质量分数；

（2）分析
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点评：通过研究指数函数的性质解释实际问题。我们要掌握底数
[image: image215.wmf]1
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两种基本情况下函数的性质特别是单调性和值域的差别，它能帮我们解释具体问题。譬如向题目中出现的“污染越来越严重”还是“污染越来越轻”

例12．现有某种细胞100个，其中有占总数
[image: image216.wmf]1
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的细胞每小时分裂一次，即由1个细胞分裂成2个细胞，按这种规律发展下去，经过多少小时，细胞总数可以超过
[image: image217.wmf]10
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个？（参考数据：
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）.
解析：现有细胞100个，先考虑经过1、2、3、4个小时后的细胞总数，
   1小时后，细胞总数为
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2小时后，细胞总数为
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3小时后，细胞总数为
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4小时后，细胞总数为
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可见，细胞总数
[image: image223.wmf]y

与时间
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（小时）之间的函数关系为：  
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答：经过46小时，细胞总数超过
[image: image233.wmf]10
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个。

点评：对于指数函数、对数函数要熟练应用近似计算的知识，来对事件进行合理的解析。

（2008广东文17）
（本小题满分12分）

某单位用2160万元购得一块空地，计划在该地块上建造一栋至少10层、每层2000平方米的楼房.经测算，如果将楼房建为x(x≥10)层，则每平方米的平均建筑费用为560+48x（单位：元）.为了使楼房每平方米的平均综合费用最少，该楼房应建为多少层？

（注：平均综合费用＝平均建筑费用+平均购地费用，平均购地费用＝
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【解析】设楼房每平方米的平均综合费为f（x）元，则
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因此 当
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时，f（x）取最小值
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；

答：为了楼房每平方米的平均综合费最少，该楼房应建为15层。
五．思维总结
1．将实际问题转化为函数模型，比较常数函数、一次函数、指数函数、对数函数模型的增长差异，结合实例体会直线上升、指数爆炸、对数增长等不同函数类型增长的含义。
2．怎样选择数学模型分析解决实际问题
数学应用问题形式多样，解法灵活。在应用题的各种题型中，有这样一类题型：信息由表格数据的形式给出，要求对数据进行合理的转化处理，建立数学模型，解答有关的实际问题。解答此类题型主要有如下三种方法：
（1）直接法：若由题中条件能明显确定需要用的数学模型，或题中直接给出了需要用的数学模型，则可直接代入表中的数据，问题即可获解；
（2）列式比较法：若题所涉及的是最优化方案问题，则可根据表格中的数据先列式，然后进行比较；
（3）描点观察法：若根据题设条件不能直接确定需要用哪种数学模型，则可根据表中的数据在直角坐标系中进行描点，作出散点图，然后观察这些点的位置变化情况，确定所需要用的数学模型，问题即可顺利解决。 
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