
函数的极值与导数

教学目标：
1.理解极大值、极小值的概念；
2.能够运用判别极大值、极小值的方法来求函数的极值；
3.掌握求可导函数的极值的步骤；
教学重点：极大、极小值的概念和判别方法，以及求可导函数的极值的步骤.
教学难点：对极大、极小值概念的理解及求可导函数的极值的步骤.
教学过程：
一．创设情景

观察图3.3-8，我们发现，
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时，高台跳水运动员距水面高度最大．那么，函数
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在此点的导数是多少呢？此点附近的图像有什么特点？相应地，导数的符号有什么变化规律？

放大
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附近函数
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的图像，如图3.3-9．可以看出
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时，函数
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单调递增，
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；当
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时，函数
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单调递减，
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；这就说明，在
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附近，函数值先增（
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，
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）后减（
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）．这样，当
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的附近从小到大经过
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先正后负，且
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连续变化，于是有
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对于一般的函数
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，是否也有这样的性质呢？

附：对极大、极小值概念的理解，可以结合图象进行说明.并且要说明函数的极值是就函数在某一点附近的小区间而言的. 从图象观察得出，判别极大、极小值的方法.判断极值点的关键是这点两侧的导数异号[image: image25.emf]�
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二．新课讲授

 1．问题：图3.3-1（1），它表示跳水运动中高度
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随时间
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的图像，图3.3-1（2）表示高台跳水运动员的速度
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的图像．

运动员从起跳到最高点，以及从最高点到入水这两段时间的运动状态有什么区别？

通过观察图像，我们可以发现：

运动员从起点到最高点，离水面的高度
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随时间
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的增加而增加，即
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是增函数．相应地，
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从最高点到入水，运动员离水面的高度
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的增加而减少，即
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是减函数．相应地，
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2．函数的单调性与导数的关系

观察下面函数的图像，探讨函数的单调性与其导数正负的关系．

如图3.3-3，导数
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表示函数
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在点
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处的切线的斜率．在
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处，
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，切线是“左下右上”式的，这时，函数
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附近单调递增；在
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，切线是“左上右下”式的，这时，函数
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附近单调递减．

结论：函数的单调性与导数的关系

在某个区间
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内，如果
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在这个区间内单调递增；如果
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在这个区间内单调递减．

说明：（1）特别的，如果
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在这个区间内是常函数．

3．求解函数
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单调区间的步骤：

（1）确定函数
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的定义域；

（2）求导数
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；

（3）解不等式
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，解集在定义域内的部分为增区间；

（4）解不等式
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，解集在定义域内的部分为减区间．

三．典例分析

例1．（课本例4）求
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解： 因为
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下面分两种情况讨论：

（1）当
[image: image68.wmf](

)

'

fx

>0,即
[image: image69.wmf]2

x

>

，或
[image: image70.wmf]2

x

<-

时；

（2）当
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当x变化时， 
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的变化情况如下表：
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因此，当
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有极大值，并且极大值为
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当
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函数
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的图像如图所示。
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例2求y=(x2－1)3+1的极值[image: image89.emf]�
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解：y′=6x(x2－1)2=6x(x+1)2(x－1)2
令y′=0解得x1=－1，x2=0，x3=1[image: image90.emf]�
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当x变化时，y′，y的变化情况如下表[image: image91.emf]�
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∴当x=0时，y有极小值且y极小值=0
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1

�

-1

�

f

�

x

 

�

 = 

�

x

�

2

�

-1

�



�



�

3

�

+1

�

x

�

O

�

y


1.极大值： 一般地，设函数f(x)在点x0附近有定义，如果对x0附近的所有的点，都有f(x)＜f(x0)，就说f(x0)是函数f(x)的一个极大值，记作y极大值=f(x0)，x0是极大值点[image: image98.emf]�
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2.极小值：一般地，设函数f(x)在x0附近有定义，如果对x0附近的所有的点，都有f(x)＞f(x0).就说f(x0)是函数f(x)的一个极小值，记作y极小值=f(x0)，x0是极小值点[image: image99.emf]�
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3.极大值与极小值统称为极值[image: image100.emf]�
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 注意以下几点：
（ⅰ）极值是一个局部概念[image: image101.emf]�
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由定义，极值只是某个点的函数值与它附近点的函数值比较是最大或最小[image: image102.emf]�
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并不意味着它在函数的整个的定义域内最大或最小[image: image103.emf]�
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（ⅱ）函数的极值不是唯一的[image: image104.emf]�
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即一个函数在某区间上或定义域内极大值或极小值可以不止一个[image: image105.emf]�
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（ⅲ）极大值与极小值之间无确定的大小关系[image: image106.emf]�
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即一个函数的极大值未必大于极小值，如下图所示，
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（ⅳ）函数的极值点一定出现在区间的内部，区间的端点不能成为极值点[image: image112.emf]�
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而使函数取得最大值、最小值的点可能在区间的内部，也可能在区间的端点[image: image113.emf]�
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4. 判别f(x0)是极大、极小值的方法:

若
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两侧满足“左正右负”，则
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两侧满足“左负右正”，则
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的极小值点，
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5. 求可导函数f(x)的极值的步骤:

 (1)确定函数的定义区间，求导数f′(x) [image: image132.emf]�
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(2)求方程f′(x)=0的根[image: image133.emf]�
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(3)用函数的导数为0的点，顺次将函数的定义区间分成若干小开区间，并列成表格.检查f′(x)在方程根左右的值的符号，如果左正右负，那么f(x)在这个根处取得极大值；如果左负右正，那么f(x)在这个根处取得极小值；如果左右不改变符号即都为正或都为负，那么f(x)在这个根处无极值[image: image134.emf]�
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如果函数在某些点处连续但不可导，也需要考虑这些点是否是极值点 [image: image136.emf]�
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四、巩固练习：

1．求下列函数的极值.

(1)y=x2－7x+6  (2)y=x3－27x
(1)解：y′=(x2－7x+6)′=2x－7

令y′=0，解得x=
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当x变化时，y′，y的变化情况如下表.
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∴当x=
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时，y有极小值，且y极小值=－
[image: image146.wmf]4

25

.

(2)解：y′=(x3－27x)′=3x2－27=3(x+3)(x－3)

令y′=0，解得x1=－3，x2=3.

当x变化时，y′，y的变化情况如下表.
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∴当x=－3时，y有极大值，且y极大值=54.

当x=3时，y有极小值，且y极小值=－54[image: image152.emf]�
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五、教学反思 ：函数的极大、极小值的定义以及判别方法.求可导函数f(x)的极值的三个步骤.还有要弄清函数的极值是就函数在某一点附近的小区间而言的，在整个定义区间可能有多个极值，且要在这点处连续.可导函数极值点的导数为0，但导数为零的点不一定是极值点，要看这点两侧的导数是否异号.函数的不可导点可能是极值点[image: image153.emf]�
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六、课后作业：书本P  34  3  .  4   . 5

七  板书设计

函数的最大（小）值与导数

高二数学  朱心雷

教学目标：
⒈使学生理解函数的最大值和最小值的概念，掌握可导函数
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上所有点（包括端点
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）处的函数中的最大（或最小）值必有的充分条件；
⒉使学生掌握用导数求函数的极值及最值的方法和步骤 [image: image157.emf]�

奎屯

�

王新敞

�

新疆


教学重点：利用导数求函数的最大值和最小值的方法．
教学难点：函数的最大值、最小值与函数的极大值和极小值的区别与联系．
教学过程：
一．创设情景

我们知道，极值反映的是函数在某一点附近的局部性质，而不是函数在整个定义域内的性质．也就是说，如果
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是函数
[image: image159.wmf](

)

yfx

=

的极大（小）值点，那么在点
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附近找不到比
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更大（小）的值．但是，在解决实际问题或研究函数的性质时，我们更关心函数在某个区间上，哪个至最大，哪个值最小．如果
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二．新课讲授
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观察图中一个定义在闭区间
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上的函数
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1．结论：一般地，在闭区间
[image: image174.wmf][

]

b

a

,

上函数
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的图像是一条连续不断的曲线，那么函数
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上必有最大值与最小值．
说明：⑴如果在某一区间上函数
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的图像是一条连续不断的曲线，则称函数
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在这个区间上连续．（可以不给学生讲）

⑵给定函数的区间必须是闭区间，在开区间
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内连续的函数
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不一定有最大值与最小值．如函数
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内连续，但没有最大值与最小值；

⑶在闭区间上的每一点必须连续，即函数图像没有间断，

⑷函数
[image: image184.wmf])
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上连续，是
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在闭区间
[image: image187.wmf][
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上有最大值与最小值的充分条件而非必要条件．（可以不给学生讲）

2．“最值”与“极值”的区别和联系

⑴最值”是整体概念，是比较整个定义域内的函数值得出的，具有绝对性；而“极值”是个局部概念，是比较极值点附近函数值得出的，具有相对性．

⑵从个数上看，一个函数在其定义域上的最值是唯一的；而极值不唯一；
⑶函数在其定义区间上的最大值、最小值最多各有一个，而函数的极值可能不止一个，也可能没有一个[image: image188.emf]�
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⑷极值只能在定义域内部取得，而最值可以在区间的端点处取得，有极值的未必有最值，有最值的未必有极值；极值有可能成为最值，最值只要不在端点必定是极值．

3．利用导数求函数的最值步骤:
由上面函数
[image: image189.wmf])

(

x

f

的图象可以看出，只要把连续函数所有的极值与定义区间端点的函数值进行比较，就可以得出函数的最值了．
一般地，求函数
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(

x

f

在
[image: image191.wmf][

]

b

a

,

上的最大值与最小值的步骤如下：
⑴求
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在
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内的极值；
⑵将
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的各极值与端点处的函数值
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比较，其中最大的一个是最大值，最小的一个是最小值，得出函数
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上的最值[image: image199.emf]�
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三．典例分析

例1．（课本例5）求
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解： 由例4可知，在
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上，当
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有极小值，并且极小值为
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因此，函数
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的最大值是4，最小值是
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上述结论可以从函数
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上的图象得到直观验证．

例2．求函数
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解：先求导数，得
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导数
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的正负以及
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从上表知，当
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例3．已知
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∈(0,+∞).是否存在实数
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同时满足下列两个条件：（1）
[image: image231.wmf])
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)在（0，1）上是减函数，在［1，+∞)上是增函数；（2）
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的最小值是1，若存在，求出
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，若不存在，说明理由.

解：设g(x)=
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∵f(x)在（0，1）上是减函数，在［1，+∞)上是增函数

∴g(x)在（0，1）上是减函数，在［1，+∞)上是增函数.

∴
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经检验，a=1,b=1时，f(x)满足题设的两个条件.

四．课堂练习
1．下列说法正确的是(    )

A.函数的极大值就是函数的最大值 B.函数的极小值就是函数的最小值
C.函数的最值一定是极值         D.在闭区间上的连续函数一定存在最值
2．函数y=f(x)在区间［a,b］上的最大值是M，最小值是m,若M=m,则f′(x) (   )
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4．求函数
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上的最大值与最小值．
5．课本   练习

五．回顾总结

1．函数在闭区间上的最值点必在下列各种点之中：导数等于零的点，导数不存在的点，区间端点；

2．函数
[image: image242.wmf])
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在闭区间
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上连续，是
[image: image244.wmf])

(

x

f

在闭区间
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上有最大值与最小值的充分条件而非必要条件；

3．闭区间
[image: image246.wmf][
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上的连续函数一定有最值；开区间
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内的可导函数不一定有最值，若有唯一的极值，则此极值必是函数的最值[image: image248.emf]�
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4．利用导数求函数的最值方法．

六．布置作业

七 板书设计

生活中的优化问题举例

高二数学   付金良

教学目标：
使利润最大、用料最省、效率最高等优化问题，体会导数在解决实际问题中的作用
提高将实际问题转化为数学问题的能力

教学重点：利用导数解决生活中的一些优化问题．
教学难点：利用导数解决生活中的一些优化问题．
教学过程：
一．创设情景

生活中经常遇到求利润最大、用料最省、效率最高等问题，这些问题通常称为优化问题．通过前面的学习，我们知道，导数是求函数最大（小）值的有力工具．这一节，我们利用导数，解决一些生活中的优化问题．
二．新课讲授

导数在实际生活中的应用主要是解决有关函数最大值、最小值的实际问题，主要有以下几个方面：

1、与几何有关的最值问题；

2、与物理学有关的最值问题；

3、与利润及其成本有关的最值问题；

4、效率最值问题。

解决优化问题的方法：首先是需要分析问题中各个变量之间的关系，建立适当的函数关系，并确定函数的定义域，通过创造在闭区间内求函数取值的情境，即核心问题是建立适当的函数关系。再通过研究相应函数的性质，提出优化方案，使问题得以解决，在这个过程中，导数是一个有力的工具．
利用导数解决优化问题的基本思路：
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[image: image249]
三．典例分析

例1．饮料瓶大小对饮料公司利润的影响
（1）你是否注意过，市场上等量的小包装的物品一般比大包装的要贵些？

（2）是不是饮料瓶越大，饮料公司的利润越大？

【背景知识】：某制造商制造并出售球型瓶装的某种饮料．瓶子的制造成本是           
[image: image250.wmf]2
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分，其中 
[image: image251.wmf]r

 是瓶子的半径，单位是厘米。已知每出售1 mL的饮料，制造商可获利 0.2 分,且制造商能制作的瓶子的最大半径为 6cm

问题：（１）瓶子的半径多大时，能使每瓶饮料的利润最大？

　　 （２）瓶子的半径多大时，每瓶的利润最小？

解：由于瓶子的半径为
[image: image252.wmf]r

，所以每瓶饮料的利润是
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  解得  
[image: image255.wmf]2

r

=

（
[image: image256.wmf]0
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当
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．
当半径
[image: image261.wmf]2
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时，
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它表示
[image: image263.wmf](
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单调递增，即半径越大，利润越高；
当半径
[image: image264.wmf]2
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时，
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 它表示
[image: image266.wmf](
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单调递减，即半径越大，利润越低．

（1）半径为
[image: image267.wmf]2

cm 时，利润最小，这时
[image: image268.wmf](
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，表示此种瓶内饮料的利润还不够瓶子的成本，此时利润是负值．

（2）半径为
[image: image269.wmf]6

cm时，利润最大．

换一个角度：如果我们不用导数工具，直接从函数的图像上观察，会有什么发现？

有图像知：当
[image: image270.wmf]3

r

=

时，
[image: image271.wmf](
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，即瓶子的半径为3cm时，饮料的利润与饮料瓶的成本恰好相等；当
[image: image272.wmf]3
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时，利润才为正值．

当
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，
[image: image275.wmf](
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为减函数，其实际意义为：瓶子的半径小于2cm时，瓶子的半径越大，利润越小，半径为
[image: image276.wmf]2

cm 时，利润最小．

例2．汽油的使用效率何时最高 
我们知道，汽油的消耗量
[image: image277.wmf]w

（单位：L）与汽车的速度
[image: image278.wmf]v

（单位：km/h）之间有一定的关系，汽油的消耗量
[image: image279.wmf]w

是汽车速度
[image: image280.wmf]v

的函数．根据你的生活经验，思考下面两个问题：

（1）是不是汽车的速度越快，汽车的消耗量越大？

（2）“汽油的使用率最高”的含义是什么？
分析：研究汽油的使用效率（单位：L/m）就是研究秋游消耗量与汽车行驶路程的比值．如果用
[image: image281.wmf]G

表示每千米平均的汽油消耗量，那么
[image: image282.wmf]w
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，其中，
[image: image283.wmf]w

表示汽油消耗量（单位：L），
[image: image284.wmf]s

表示汽油行驶的路程（单位：km）．这样，求“每千米路程的汽油消耗量最少”，就是求
[image: image285.wmf]G

的最小值的问题．

      通过大量的统计数据，并对数据进行分析、研究，人们发现，汽车在行驶过程中，汽油平均消耗率
[image: image286.wmf]g

（即每小时的汽油消耗量，单位：L/h）与汽车行驶的平均速度
[image: image287.wmf]v

（单位：km/h）之间有如图所示的函数关系
[image: image288.wmf](
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．

从图中不能直接解决汽油使用效率最高的问题．因此，我们首先需要将问题转化为汽油平均消耗率
[image: image289.wmf]g

（即每小时的汽油消耗量，单位：L/h）与汽车行驶的平均速度
[image: image290.wmf]v

（单位：km/h）之间关系的问题，然后利用图像中的数据信息，解决汽油使用效率最高的问题．

    解：因为    
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这样，问题就转化为求
[image: image292.wmf]g

v

的最小值．从图象上看，
[image: image293.wmf]g

v

表示经过原点与曲线上点的直线的斜率．进一步发现，当直线与曲线相切时，其斜率最小．在此切点处速度约为90
[image: image294.wmf]/
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．

因此，当汽车行驶距离一定时，要使汽油的使用效率最高，即每千米的汽油消耗量最小，此时的车速约为90
[image: image295.wmf]/
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．从数值上看，每千米的耗油量就是图中切线的斜率，即
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例3．在边长为60 cm的正方形铁片的四角切去相等的正方形，再把它的边沿虚线折起(如图)，做成一个无盖的方底箱子，箱底的边长是多少时，箱底的容积最大？最大容积是多少？

解法一：设箱底边长为xcm，则箱高
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cm，得箱子容积
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＝0，解得  x=0（舍去），x=40， 

并求得V(40)=16 000

由题意可知，当x过小（接近0）或过大（接近60）时，箱子容积很小，因此，16 000是最大值[image: image303.emf]�
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答：当x=40cm时，箱子容积最大，最大容积是16 000cm3
解法二：设箱高为xcm，则箱底长为(60-2x)cm，则得箱子容积
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 EMBED Equation.3  [image: image305.wmf])
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．（后面同解法一，略）
由题意可知，当x过小或过大时箱子容积很小，所以最大值出现在极值点处．

事实上，可导函数
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在各自的定义域中都只有一个极值点，从图象角度理解即只有一个波峰，是单峰的，因而这个极值点就是最值点，不必考虑端点的函数值[image: image308.emf]�

奎屯

�

王新敞

�

新疆


例4．圆柱形金属饮料罐的容积一定时，它的高与底与半径应怎样选取，才能使所用的材料最省？

解：设圆柱的高为h，底半径为R，则表面积

S=2πRh+2πR2,由V=πR2h，得
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，则

S(R)= 2πR
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解得，R=
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即h=2R因为S(R)只有一个极值，所以它是最小值[image: image318.emf]�
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答：当罐的高与底直径相等时，所用材料最省[image: image319.emf]�
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变式：当圆柱形金属饮料罐的表面积为定值S时，它的高与底面半径应怎样选取，才能使所用材料最省？

提示：S=2
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例5．在经济学中，生产x单位产品的成本称为成本函数同，记为C(x)，出售x单位产品的收益称为收益函数，记为R(x)，R(x)－C(x)称为利润函数，记为P(x)。

（1）、如果C(x)＝
[image: image333.wmf]1000
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，那么生产多少单位产品时，边际
[image: image334.wmf])
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最低？(边际成本：生产规模增加一个单位时成本的增加量)

（2）、如果C(x)=50x＋10000，产品的单价P＝100－0.01x，那么怎样定价，可使利润最大？

变式：已知某商品生产成本C与产量q的函数关系式为C=100+4q，价格p与产量q的函数关系式为
[image: image335.wmf]q
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．求产量q为何值时，利润L最大？

分析：利润L等于收入R减去成本C，而收入R等于产量乘价格．由此可得出利润L与产量q的函数关系式，再用导数求最大利润．

解：收入
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，求得唯一的极值点
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答：产量为84时，利润L最大[image: image344.emf]�
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例6．一条水渠，断面为等腰梯形，如图所示，在确定断面尺寸时，希望在断面ABCD的面积为定值S时，使得湿周l=AB+BC+CD最小，这样可使水流阻力小，渗透少，求此时的高h和下底边长b. 
解：由梯形面积公式，得S=
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 (AD+BC)h,其中AD=2DE+BC，DE=
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练习1：有甲、乙两城，甲城位于一直线形河岸，乙城离岸40千米，乙城到岸的垂足与甲城相距50千米，两城在此河边合设一水厂取水，从水厂到甲城和乙城的水管费用分别为每千米500元和700元，问水厂应设在河边的何处，才能使水管费用最省？

【解】设水厂D点与乙城到岸的垂足B点之间的距离为x千米，总费用为y元，

则CD ＝
[image: image359.wmf]2
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y ＝500（50－x）＋700
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，令y′＝0，解得x ＝
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答：水厂距甲距离为50－
[image: image366.wmf]3
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50

千米时，总费用最省．

【点评】

当要求的最大（小）值的变量y与几个变量相关时，我们总是先设几个变量中的一个为x，然后再根据条件x来表示其他变量，并写出y的函数表达式f（x）．

四．课堂练习
1．用总长为14.8m的钢条制作一个长方体容器的框架，如果所制作的容器的底面的一边比另一边长0.5m,那么高为多少时容器的容积最大？并求出它的最大容积．（高为1.2 m，最大容积
[image: image367.wmf]3

1.8

m

）

5．课本   练习

五．回顾总结：．解决优化问题的方法：通过搜集大量的统计数据，建立与其相应的数学模型，再通过研究相应函数的性质，提出优化方案，使问题得到解决．在这个过程中，导数往往是一个有利的工具。
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