三、练习

1． 分解因式：①x4+x2y2+y4      　　②x4+4    　　 ③x4－23x2y2+y4

2. 分解因式： ①x3+4x2－9   　 ②x3－41x+30 

③x3+5x2－18   　④x3－39x－70

3. 分解因式：①x3+3x2y+3xy2+2y3   　　　　　②x3－3x2+3x+7　

　　　　　　③x3－9ax2+27a2x－26a3 　　　④x3+6x2+11x+6　

　　　　　　⑤a3+b3+3(a2+b2)+3(a+b)+2

4. 分解因式：①3x3－7x+10　     ②x3－11x2+31x－21 

③x4－4x+3         ④2x3－5x2+1

5. 分解因式：①2x2－xy－3y2－6x+14y－8 ②（x2－3x​－3）（x2+3x+4）－8

③（x+1）(x+2)(x+3)(x+4)－48　④（2x－7）(2x+5)(x2－9)－91

6．分解因式： ①x2y2+1​－x2－y2+4xy     　②x2－y2+2x－4y－3

③x4+x2－2ax －a+1        ④（x+y）4+x4+y4  

              ⑤（a+b+c）3－（a3+b3+c3）

7. 己知：n是大于1的自然数　　求证：4n2+1是合数

8．己知：f(x)=x2+bx+c,  g(x)=x4+6x2+25,  p(x)=3x4+4x2+28x+5

   　　　且知f(x)是g(x)的因式，也是p(x)的因式

求：当x=1时，f(x)的值

练习题参考答案
1. 添项，配成完全平方式(仿例3)    2.拆中项，仿例1

3. 拆项，配成两数和的立方

①原式=(x+y)3+y3……③原式=(x-3a)3+a3
⑤ 原式=(a+1)3+(b+1)3
4. 用因式定理，待定系数法，仿例5，6  

④x=
[image: image1.wmf]2
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时，原式=0，有因式2x－1
5. 看着是某代数式的二次三项式，仿例7

　④原式=（2x-7）(x+3)(2x-5)(x-3)-91=(2x2-x-8)(2x2-x-28)=……

6. 分组配方

③原式=(x2+1)2-(x+a)2……  ④把原式用乘法展开，合并，再分解

⑤以a=－b代入原式＝0，故有因式a+b

7. 可分解为两个非1的正整数的积

8. 提示g(x),p(x)的和，差，倍仍有f(x)的因式，

　3g(x)-p(x)=14(x2-2x-5)与f(x)比较系数……，f(1)=4

一、内容提要

1． 定义：如果一个整式除以另一个整式所得的商式也是一个整式，并且余式是零，则称这个整式被另一个整式整除。

2． 根据被除式＝除式×商式＋余式，设f(x),p(x),q(x)都是含x 的整式，

那么　式的整除的意义可以表示为：

　若f(x)＝p(x)×q(x)，　则称f(x)能被 p(x)和q(x)整除

　例如∵x2－3x－4＝（x－4）（x +1）,

∴x2－3x－4能被（x－4）和（x +1）整除。

显然当　x=4或x=－1时x2－3x－4＝0，

3． 一般地，若整式f(x)含有x –a的因式，则f(a)=0

反过来也成立，若f(a)=0,则x－a能整除f(x)。

4． 在二次三项式中

若x2+px+q=(x+a)(x+b)＝x2+(a+b)x+ab　　　则p=a+b,q=ab  

在恒等式中，左右两边同类项的系数相等。这可以推广到任意多项式。

二、例题

例1己知　x2－5x+m能被x－2整除，求m 的值。            x－3

解法一：列竖式做除法　　（如右）　　　　　　　x－2　x2－5x+m

　　由　余式m－6＝0　得m=6  　　　　　　　　　　  x2－2x　　　　

解法二：∵ x2－5x+m 含有x－2 的因式                   －3x+m

        ∴ 以x=2代入 x2－5x+m  得                     －3x+6

         22－5×2 ＋m=0      得m=6                        m－6

解法三：设x2－5x+m 除以x－2 的商是x+a　(a为待定系数)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

那么　x2－5x+m＝(x+a)(x－2)＝　x2+(a-2)x－2a　

根据左右两边同类项的系数相等，得


[image: image2.wmf]î

í

ì

=

-

-

=

-

m

a

a

2

5

2

　　　解得
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　（本题解法叫待定系数法）

例2 己知:x4－5x3+11x2+mx+n能被x2－2x+1整除

求：m、n 的值及商式　

　解：∵被除式＝除式×商式　（整除时余式为0）

∴商式可设为x2+ax+b　

得x4－5x3+11x2+mx+n＝（x2－2x+1）（x2+ax+b）

＝x4+(a-2)x3+(b+1-2a)x2+(a-2b)x+b　
根据恒等式中，左右两边同类项的系数相等，得　

 
[image: image4.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

-

=

-

+

-

=

-

n

b

m

b

a

a

b

a

1

2

11

2

1

5

2

　　　　　　解得
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∴m=－11,　n=4,　商式是x2－3x+4　　

例3 m取什么值时，x3+y3+z3+mxyz  (xyz≠0)能被x+y+z整除?　　　

　解：当　x3+y3+z3+mxyz  能被x+y+z整除时，它含有x+y+z 因式

　令x+y+z＝0，得x=－（y+z），代入原式其值必为0

　即［－（y+z）］3+y3+z3－myz(y+z)=0　　

把左边因式分解，得　－yz(y+z)(m+3)=0, 

∵yz≠0,  　∴当y+z=0或m+3=0时等式成立　　

∴当x,y（或y,z或x,z）互为相反数时，m可取任何值　，

当m=－3时，x,y,z不论取什么值，原式都能被x+y+z整除。

例4　分解因式x3－x+6

 分析：为获得一次因式，可用x=±1，±2，±3，±6（常数项6的约数）代入原式求值，只有x=－2时值为0，可知有因式x＋2，（以下可仿例1）

　解：x3－x+6＝（x＋2）（x2－2x+3）

三、练习

1． 若x3+2x2+mx+10=x3+nx2－4x+10, 则m=___,  n=___

2． x3－4x2+3x+32除以x+2的余式是＿＿＿，

x4－x2+1除以x2－x－2的余式是＿＿＿

3． 己知x3+mx+4能被x+1整除，求m

4． 己知x4+ax3+bx－16含有两个因式x－1和x –2,求a和b的值

5． 己知13x3+mx2+11x+n能被13x2－6x+5整除,求m、n及商式

6． 己知ab≠0,m取什么值时，a3－6a2b+mab2-8b3有因式a－2b.

7． 分解因式：①x3-7x+6,   ②x3-3x2+4,   ③x3-10x-3　

8.选择题

①　x2y-y2z+z2x-x2z+y2x+z2y-2xyz因式分解的结果是（　　）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
(A)(x+y)(y-z)(x-z)    (B) (x+y)(y+z)(x-z)  

(c) (x-y)(y-z)(x+z)　　(D) (x-y)(y+z)(x+z)

②n3+p能被n+q整除(n,p,q都是正整数)，对于下列各组的p,q值能使n的值为最大的是（　　）

（A） p=100,q=10  (B) p=5000,q=20  (C) p=50,q=12,  (D) p=300,q=15.

练习题参考答案
1. –4，2     

2. 2；4x+5    3.  3     

4. 
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 商式x-1

6.   12    7.①(x-1)(x-2)(x+3),  ②(x-2)2(x+1) , ③(x+3)(x2-3x-1)

8.  ① (A)   ② (D)

　
　
例2 化简：
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O FrE
@ E+4B 432

S8+ 12 +3+.6




　　分析 两个题分母均含有根式，若按照通常的做法是先分母有理化，这样计算化简较繁．我们可以先将分母因式分解后，再化简．
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　　解法1 配方法．
　　[image: image15.jpg]1142418 = 9 +2.18 +2




　　配方法是要设法找到两个正数x，y(x＞y)，使x+y=a，xy=b，则
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　　解法2 待定系数法．
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例4 化简：
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　　(2)这是多重复合二次根式，可从里往外逐步化简．
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　　分析 被开方数中含有三个不同的根式，且系数都是2，可以看成[image: image30.jpg]B+ Jy + SRR, FIRABEREERNE. BERLE




　　解 设
　　[image: image31.jpg]13425427 +2435 = Jx + [y +4z,




　　两边平方得
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　　②×③×④得
　　(xyz)2=5×7×35=352．
　　因为x，y，z均非负，所以xyz≥0，所以
xyz=35．⑤
　　⑤÷②，有z=7．同理有x=5，y=1．所求x，y，z显然满足①，所以
　　[image: image34.jpg]B =1+5+7.
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　　解 设原式=x，则
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　　解法1 利用(a＋b)3＝a3＋b3＋3ab(a＋b)来解．
　　[image: image40.jpg]B x=220414:2 +2 20- 1442, FRLAR
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　　将方程左端因式分解有
　　(x-4)(x2＋4x＋10)＝0．
　　因为
　　x2＋4x＋10＝(x＋2)2＋6＞0，
　　所以x-4＝0，x＝4．所以原式＝4．
　　解法2
　　[image: image41.jpg]22041442 =2 B+ 122 +12+ 242
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　　说明 解法2看似简单，但对于三次根号下的拼凑是很难的，因此本题解法1是一般常用的解法．
　　例8 化简：
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　　解(1)
　　 [image: image44.jpg]Bt 2+2a% +2:/1+a7 +

:\](az+a+1)+2«(az+a+1)(a2’a+1)+(az’a+1)
2



　
[image: image45.jpg]:g 2y -5 + 218y -45+9
:7( 2y =5+3)



　
　　[image: image46.jpg](2) Eh = [ETAT6S 5
2

R
R R RPN




　　　　[image: image47.jpg]ol tatl+fat—a+l).



　
　　本小题也可用换元法来化简．
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　　解 用换元法．　　[image: image51.jpg]= 1 Ma=322+1, %, SN 18
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　　解 直接代入较繁，观察x，y的特征有
　　[image: image54.jpg]



　　所以
　　3x2-5xy＋3y2＝3x2＋6xy＋3y2-11xy

　　　　　　　 ＝3(x＋y)2-11xy

　　 　　　　　＝3×102-11×1＝289．
　　例11 求
　　[image: image55.jpg]#J2+ @+ D2+ DR+ D270 + 1) + 1H0ME.




　　分析 本题的关键在于将根号里的乘积化简，不可一味蛮算．
　　解 设根号内的式子为A，注意到1＝(2-1)，及平方差公式(a＋b)(a-b)＝a2-b2，所以
　　A＝(2-1)(2＋1)(22＋1)(24＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(22-1)(22＋1)(24＋1)(28＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝(24-1)(24＋1)(28＋1)(216＋1)…(2256＋1)＋1

　　＝…＝(2256-1)(2256＋1)＋1

　　＝22×256-1＋1＝22×256，
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　　的值．
　　分析与解 先计算几层，看一看有无规律可循．
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　　解 用构造方程的方法来解．设原式为x，利用根号的层数是无限的特点，有
[image: image63.jpg]Jo-ovw=x




　　两边平方得
　　[image: image64.jpg]2-Zrx=x",
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　　两边再平方得
　　x4-4x2＋4＝2＋x，所以x4-4x2-x＋2＝0．
　　观察发现，当x＝-1，2时，方程成立．因此，方程左端必有因式(x＋1)(x-2)，将方程左端因式分解，有
　　(x＋1)(x-2)(x2＋x-1)＝0．
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　　解 因为
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练习七
　　1．化简：
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　　2．计算：
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　　3．计算：
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第二十五讲* 同余式
　　　　先看一个游戏：有n＋1个空格排成一行，第一格中放入一枚棋子，甲乙两人交替移动棋子，每步可前移1，2或3格，以先到最后一格者为胜．问是先走者胜还是后走者胜？应该怎样走才能取胜？
　　取胜之道是：你只要设法使余下的空格数是4的倍数，以后你的对手若走i格(i=1，2，3)，你走4-i格，即每一次交替，共走了4格．最后只剩4个空格时，你的对手就必输无疑了．因此，若n除以4的余数是1，2或3时，那么先走者甲胜；若n除以4的余数是0的话，那么后走者乙胜．
　　在这个游戏里，我们可以看出，有时我们不必去关心一个数是多少，而要关心这个数用m除后的余数是什么．又例如，1999年元旦是星期五，1999年有365天，365=7×52＋1，所以2000年的元旦是星期六．这里我们关心的也是余数．这一讲中，我们将介绍同余的概念、性质及一些简单的应用．
　　同余，顾名思义，就是余数相同．
　　定义1 给定一个正整数m，如果用m去除a，b所得的余数相同，则称a与b对模m同余，记作
a≡b(modm)，
　　并读作a同余b，模m．
　　若a与b对模m同余，由定义1，有
a=mq1＋r，b=mq2+r．
　　所以 a-b=m(q1-q2)，
　　即 m｜a-b．
　　反之，若m｜a-b，设
a=mq1＋r1，b=mq2＋r2，0≤r1，r2≤m-1，
　　则有m｜r1-r2．因｜r1-r2｜≤m-1，故r1-r2=0，即r1＝r2．
　　于是，我们得到同余的另一个等价定义：
　　定义2 若a与b是两个整数，并且它们的差a-b能被一正整数m整除，那么，就称a与b对模m同余．
　　同余式的写法，使我们联想起等式．其实同余式和代数等式有一些相同的性质，最简单的就是下面的定理1．
　　定理1 (1)a≡a(modm)．
　　(2) 若a≡b(modm)，则b≡a(modm)．
　　(3) 若a≡b(modm)，b≡c(modm)，则a≡c(modm)．
　　在代数中，等式可以相加、相减和相乘，同样的规则对同余式也成立．
　　定理2 若a≡b(modm)，c≡d(modm)，则
　　a±c≡b±d(modm)，ac≡bd(modm)．
　　证 由假设得m｜a-b，m｜c-d，所以
m｜(a±c)-(b±d)， m｜c(a-b)＋b(c-d)，
　　即
a±c≡b±d(modm)，ac≡bd(modm)．
　　由此我们还可以得到：若a≡b(modm)，k是整数，n是自然数，则
a±k≡b±k(modm)，
ak≡bk(modm)，an≡bn(modm)．
　　对于同余式ac≡bc(modm)，我们是否能约去公约数c，得到一个正确的同余式a≡b(modm)？
　　在这个问题上，同余式与等式是不同的．例如
25≡5(mod 10)，
　　约去5得
5≡1(mod 10)．
　　这显然是不正确的．但下面这种情形，相约是可以的．
　　定理3 若ac≡bc(modm)，且(c，m)=1，则
　　a≡b(modm)．
　　证 由题设知
ac-bc=(a-b)c=mk．
　　由于(m，c)=1，故m｜a-b，即a≡b(modm)．
　　定理4 若n≥2，
a≡b(modm1)，
a≡b(modm2)，
…………
a≡b(modmn)，
　　且M=[m1，m2，…，mn]表示m1，m2，…，mn的最小公倍数，则
a≡b(modM)．
　　前面介绍了同余式的一些基本内容，下面运用同余这一工具去解决一些具体问题．
　　应用同余式的性质可以简捷地处理一些整除问题．若要证明m整除a，只需证a≡0(modm)即可．
　　例1 求证：
　　(1)8｜(551999＋17)；
　　(2) 8(32n＋7)；
　　(3)17｜(191000-1)．
　　证 (1)因55≡-1(mod 8)，所以551999≡-1(mod 8)，551999＋17≡-1＋17=16≡0(mod 8)，于是8｜(551999＋17)．
　　(2)32=9≡1(mod 8)，32n≡1(mod 8)，所以32n＋7≡1＋7≡0(mod 8)，即8｜(32n＋7)．
　　(3)19≡2(mod 17)，194≡24=16≡-1(mod 17)，所以191000=(194)250≡(-1)250≡1(mod 17)，于是
17｜(191000-1)．
　　例2 求使2n-1为7的倍数的所有正整数n．
　　解 因为23≡8≡1(mod 7)，所以对n按模3进行分类讨论．
　　(1) 若n=3k，则
2n-1＝(23)k-1＝8k-1≡1k-1＝0(mod 7)；
　　(2) 若n=3k＋1，则
2n-1=2·(23)k-1=2·8k-1

　　　≡2·1k-1＝1(mod 7)；
　　(3) 若n=3k＋2，则
2n-1=22·(23)k-1=4·8k-1

　　　≡4·1k-1＝3(mod 7)．
　　所以，当且仅当3｜n时，2n-1为7的倍数．
　　例3 对任意的自然数n，证明
A=2903n-803n-464n＋261n
　　能被1897整除．
　　证 1897=7×271，7与271互质．因为
2903≡5(mod 7)，
803≡5(mod 7)，
464≡2(mod 7)，
261≡2(mod 7)，
　　所以
A=2903n-803n-464n+261n
　　≡5n-5n-2n+2n=0(mod 7)，
　　故7｜A．又因为
2903≡193(mod 271)，
803≡261(mod 271)，
464≡193(mod 271)，
　　所以
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　　故271｜A．因(7，271)=1，所以1897整除A．
　　例4 把1，2，3…，127，128这128个数任意排列为a1，a2，…，a128，计算出
｜a1-a2｜，｜a3-a4｜ ，…，｜a127-a128｜，
　　再将这64个数任意排列为b1，b2，…，b64，计算
｜b1-b2｜，｜b3-b4｜，…，｜b63-b64｜．
　　如此继续下去，最后得到一个数x，问x是奇数还是偶数？
　　解 因为对于一个整数a，有
｜a｜≡a(mod 2)， a≡-a(mod 2)，
　　所以
　　b1＋b2＋…＋b64
　　=｜a1-a2｜+｜a3-a4｜+…+｜a127-a128｜
　　≡a1-a2＋a3-a4+…+a127-a128
　　≡a1＋a2＋a3＋a4+…+a127＋a128(mod 2)，
　　因此，每经过一次“运算”，这些数的和的奇偶性是不改变的．最终得到的一个数
　　x≡a1＋a2＋…＋a128＝1＋2＋…＋128

　　 ＝64×129≡0(mod 2)，
　　故x是偶数．
　　如果要求一个整数除以某个正整数的余数，同余是一个有力的工具．另外，求一个数的末位数字就是求这个数除以10的余数，求一个数的末两位数字就是求这个数除以100的余数．
　　例5 求证：一个十进制数被9除的余数等于它的各位数字之和被9除的余数．
　　[image: image81.jpg]i IR = e, aga2,, B




10≡1(mod 9)，
　　故对任何整数k≥1，有
10k≡1k＝1(mod 9)．
　　因此
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　　即A被9除的余数等于它的各位数字之和被9除的余数．
　　说明 (1)特别地，一个数能被9整除的充要条件是它的各位数字之和能被9整除．
　　(2)算术中的“弃九验算法”就是依据本题的结论．
　　例6 任意平方数除以4余数为0和1(这是平方数的重要特征)．
　　证 因为
奇数2=(2k＋1)2=4k2＋4k+1≡1(mod 4)，
偶数2=(2k)2=4k2≡0(mod 4)，
　　所以
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　　例7 任意平方数除以8余数为0，1，4(这是平方数的又一重要特征)．
　　证 奇数可以表示为2k＋1，从而
奇数2=4k2＋4k+1=4k(k＋1)+1．
　　因为两个连续整数k，k＋1中必有偶数，所以4k(k＋1)是8的倍数，从而
奇数2=8t+1≡1(mod 8)，
偶数2=(2k)2=4k2(k为整数)．
　　(1)若k=偶数=2t，则
4k2=16t2＝0(mod 8)．
　　(2)若k=奇数=2t+1，则
4k2=4(2t＋1)2=16(t2＋t)+4≡4(mod 8)，
　　所以
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　　求余数是同余的基本问题．在这种问题中，先求出与±1同余的数是一种基本的解题技巧．
　　例8 (1)求33除21998的余数．
　　(2)求8除72n+1-1的余数．
　　解 (1)先找与±1(mod 33)同余的数．因为
25＝32≡-1(mod 33)，
　　所以 210≡1(mod 33)，
21998=(210)199·25·23≡-8≡25(mod 33)，
　　所求余数为25．
　　(2)因为7≡-1(mod 8)，所以
72n＋1≡(-1)2n＋1＝-1(mod 8)，
72n＋1-1≡-2≡6(mod 8)，
　　即余数为6．
　　例9 形如
Fn＝22n+1，n=0，1，2，…
　　的数称为费马数．证明：当n≥2时，Fn的末位数字是7．
　　证 当n≥2时，2n是4的倍数，故令2n=4t．于是
Fn=22n＋1=24t+1=16t＋1

≡6t＋1≡7(mod 10)，
　　即Fn的末位数字是7．
　　说明 费马数的头几个是
F0＝3，F1＝5，F2＝17，F3＝257，F4＝65537，
　　它们都是素数．费马便猜测：对所有的自然数n，Fn都是素数．然而，这一猜测是错误的．首先推翻这个猜测的是欧拉，他证明了下一个费马数F5是合数．证明F5是合数，留作练习．
　　利用同余还可以处理一些不定方程问题．
　　例10 证明方程
x4+y4+2=5z

　　没有整数解．
　　证 对于任一整数x，以5为模，有
x≡0，±1，±2(mod 5)，
x2≡0，1，4(mod 5)，
x4≡0，1，1(mod 5)，
　　即对任一整数x，
x4≡0，1(mod 5)．
　　同样，对于任一整数y

y4≡0，1(mod 5)，
　　所以 x4+y4+2≡2，3，4(mod 5)，
　　从而所给方程无整数解．
　　说明 同余是处理不定方程的基本方法，但这种方法也非常灵活，关键在于确定所取的模(本例我们取模5)，这往往应根据问题的特点来确定．
练习二十五
　　1．求证：17｜(191000-1)．
　　2．证明：对所有自然数n，330｜(62n-52n-11)．
　　[image: image85.jpg]3. o REEE, RE 74 (#2+1).




　　4．求21000除以13的余数．
　　5．求15＋25＋35＋…＋995＋1005除以4所得的余数．
　　6．今天是星期天，过3100天是星期几？再过51998天又是星期几？
　　7．求n=1×3×5×7×…×1999的末三位数字．
　　8．证明不定方程x2+y2-8z=6无整数解．
第五讲 分式的化简与求值
　　分式的有关概念和性质与分数相类似，例如，分式的分母的值不能是零，即分式只有在分母不等于零时才有意义；也像分数一样，分式的分子与分母都乘以(或除以)同一个不等于零的整式，分式的值不变，这一性质是分式运算中通分和约分的理论根据．在分式运算中，主要是通过约分和通分来化简分式，从而对分式进行求值．除此之外，还要根据分式的具体特征灵活变形，以使问题得到迅速准确的解答．本讲主要介绍分式的化简与求值．
　　例1 化简分式：
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　　分析 直接通分计算较繁，先把每个假分式化成整式与真分式之和的形式，再化简将简便得多．
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　　 　　　＝［(2a+1)-(a-3)-(3a+2)+(2a-2)］
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　　说明 本题的关键是正确地将假分式写成整式与真分式之和的形式．
　　例2 求分式
[image: image91.jpg]



　　当a=2时的值．
　　分析与解 先化简再求值．直接通分较复杂，注意到平方差公式：
　　a2-b2=(a+b)(a-b)，
　　可将分式分步通分，每一步只通分左边两项．
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　　例3 若abc=1，求[image: image94.jpg]a b © mig
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　　分析 本题可将分式通分后，再进行化简求值，但较复杂．下面介绍几种简单的解法．
　　解法1 因为abc=1，所以a，b，c都不为零．
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　　解法2 因为abc=1，所以a≠0，b≠0，c≠0．
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　　例4 化简分式：
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　　分析与解 三个分式一齐通分运算量大，可先将每个分式的分母分解因式，然后再化简．
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　　说明
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　　互消掉的一对相反数，这种化简的方法叫“拆项相消”法，它是分式化简中常用的技巧．
　　例5 化简计算(式中a，b，c两两不相等)：
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似的，对于这个分式，显然分母可以分解因式为(a-b)(a-c)，而分子又恰好凑成(a-b)+(a-c)，因此有下面的解法．
　　解
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　　说明 本例也是采取“拆项相消”法，所不同的是利用[image: image106.jpg]BT,




　　例6 已知：x+y+z=3a(a≠0，且x，y，z不全相等)，求
　　[image: image107.jpg]Grab oG oaE gz d g
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　　分析 本题字母多，分式复杂．若把条件写成(x-a)+(y-a)+(z-a)=0，那么题目只与x-a，y-a，z-a有关，为简化计算，可用换元法求解．
　　解 令x-a=u，y-a=v，z-a=w，则分式变为[image: image108.jpg]WAV H B+ +w =0, Bty w = FTFAE
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u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=0．
　　由于x，y，z不全相等，所以u，v，w不全为零，所以u2+v2+w2≠0，从而有
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　　说明 从本例中可以看出，换元法可以减少字母个数，使运算过程简化．
　　例7 化简分式：
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适当变形，化简分式后再计算求值．
　　[image: image118.jpg]B ox=y19-83=-16-204°3+3
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　　(x-4)2=3，即x2-8x+13＝0．
　　原式分子=(x4-8x3+13x2)+(2x3-16x2+26x)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=x2(x2-8x+13)+2x(x2-8x+13)+(x2-8x+13)+10

　　　　　　=10，
　　原式分母=(x2-8x+13)+2=2，
　　[image: image120.jpg]



　　说明 本例的解法采用的是整体代入的方法，这是代入消元法的一种特殊类型，应用得当会使问题的求解过程大大简化．
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　　解法1 利用比例的性质解决分式问题．
　　(1)若a+b+c≠0，由等比定理有
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　　所以
　　a+b-c=c，a-b+c=b，-a+b+c=a，
　　于是有
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　　(2)若a+b+c=0，则
　　a+b=-c，b+c=-a，c+a=-b，
　　于是有
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　　说明 比例有一系列重要的性质，在解决分式问题时，灵活巧妙地使用，便于问题的求解．
　　解法2 设参数法．令
　　[image: image125.jpg]



　　则
　　a+b=(k+1)c，①
　　a+c=(k+1)b，②
　　b+c=(k+1)a．③
　　①+②+③有
　　2(a+b+c)=(k+1)(a+b+c)，
　　所以 (a+b+c)(k-1)=0，
　　故有k=1或 a+b+c=0．
　　当k=1时，
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　　当a+b+c=0时，
　　说明 引进一个参数k表示以连比形式出现的已知条件，可使已知条件便于使用．
练习四
　　1．化简分式：
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　　2．计算：
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　　3．已知：
　　(y-z)2+(z-x)2+(x-y)2
　　=(x+y-2z)2+(y+z-2x)2+(z+x-2y)2，
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　　的值．
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代数恒等式的证明

一、内容提要

证明代数恒等式，在整式部分常用因式分解和乘法两种相反的恒等变形，要特别注意运用乘法公式和等式的运算法则、性质。

具体证法一般有如下几种

1．从左边证到右边或从右边证到左边，其原则是化繁为简。变形的过程中要不断注意结论的形式。

2．把左、右两边分别化简，使它们都等于第三个代数式。

3．证明：左边的代数式减去右边代数式的值等于零。即由左边－右边＝0可得左边＝右边。

4，由己知等式出发，经过恒等变形达到求证的结论。还可以把己知的条件代入求证的一边证它能达到另一边，

二、例题

例1求证：3 n+2－2　n＋2＋2×5 n+2＋3 n－2 n＝10（5 n+1+3 n－2 n-1）

  证明：左边＝2×5×5 n+1＋（3 n+2+3 n）＋（－2 n+2　－2 n）

           ＝10×5 n+1＋3 n(32+1)－2 n-1(23＋2)

　　　　　＝10（5 n+1+3 n－2 n-1）=右边

　又证：左边＝2×5 n+2＋3 n（32＋1）－2 n(22+1)

           ＝2×5 n+2＋10×3 n－5×2 n
右边＝10×5 n+1+10×3 n－10×2 n-1
  　　　　 ＝2×5 n+2＋10×3 n－5×2 n
∴左边＝右边

例2 己知:a+b+c=0  　求证：a3+b3+c3=3abc

证明：∵a3+b3+c3－3abc＝（a+b+c）（a2+b2+c2－ab－ac－bc）(见19例1)

∵:a+b+c=0　

∴a3+b3+c3－3abc＝0　　即a3+b3+c3=3abc

又证：∵:a+b+c=0　　∴a=－（b+c）

两边立方    a3=－（b3+3b2c+3bc2+c3）

  移项　    a3＋b3+c3＝－3bc(b+c)＝3abc

再证：由己知　a=－b－c  代入左边,得

（－b－c）3+ b3+c3＝－（b3+3b2c+3bc2+c 3）+b3+c3
                ＝－3bc(b+c)=－3bc(－a)＝3abc
例3 己知a+
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,a≠b≠c　求证：a2b2c2=1

证明：由己知a-b=
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 EMBED Equation.3  [image: image138.wmf]ca
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＝1　　即a2b2c2=1

例4 己知:ax2+bx+c是一个完全平方式（a,b,c是常数）求证：b2－4ac=0

  证明：设:ax2+bx+c＝（mx+n）2 ， m,n是常数

那么:ax2+bx+c＝m2x2+2mnx+n2
根据恒等式的性质　得
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　∴: b2－4ac＝（2mn）2－4m2n2=0

三、练习

1． 求证： ①(a+b+c)2+(a+b-c)2－(a-b-c)2－(a-b-c)2＝8ab

 ②（x+y）4+x4+y4=2(x2+xy+y2)2     ③(x-2y)x3－(y-2x)y3=(x+y)(x-y)3
 ④3 n+2+5 n+2―3 n―5 n=24(5 n+3 n-1) ⑤a5n+a n+1=(a3 n－a2 n+1)(a2 n+a n+1)

2.己知：a2+b2=2ab    求证：a=b

3.己知：a+b+c=0

 求证：①a3+a2c+b2c+b3=abc    ②a4+b4+c4=2a2b2+2b2c2+2c2a2
4.己知：a2=a+1      　　求证：a5=5a+3

5.己知：x＋y－z=0  　　　求证： x3+8y3=z3－6xyz

6.己知：a2+b2+c2=ab+ac+bc   求证：a=b=c

7.己知：a∶b=b∶c　　　　　 求证：（a+b+c）2+a2+b2+c2=2(a+b+c)(a+c)

8.己知：abc≠0，ab+bc=2ac 　  求证：
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9．己知：
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　 求证：x+y+z=0

10.求证：（2x－3）（2x+1）(x2－1)＋1是一个完全平方式

11己知：ax3+bx2+cx+d能被x2+p整除  求证：ad=bc
练习题参考答案
1. ④左边＝5 n(5 2-1)+3 n－1(33-3)= 24(5 n+3 n-1)　　注意右边有3　n-1
2. 左边－右边＝（a-b）2
3. ②左边－右边＝（a2+b2-c2）2-4a2b2=……

4. ∵a5=a2a2a,用a2=a+1代入

5. 用z=x+2y代入右边

6. 用已知的（左－右）×2

7. 用b2=ac分别代入左边，右边化为同一个代数式

8. 在已知的等式两边都除以abc

9. 设三个比的比值为k,

10. (2x2-x-2)2      

11. 11. 用待定系数法

第七讲 代数式的求值
　　代数式的求值与代数式的恒等变形关系十分密切．许多代数式是先化简再求值，特别是有附加条件的代数式求值问题，往往需要利用乘法公式、绝对值与算术根的性质、分式的基本性质、通分、约分、根式的性质等等，经过恒等变形，把代数式中隐含的条件显现出来，化简，进而求值．因此，求值中的方法技巧主要是代数式恒等变形的技能、技巧和方法．下面结合例题逐一介绍．
　　1．利用因式分解方法求值
　　因式分解是重要的一种代数恒等变形，在代数式化简求值中，经常被采用．
　　[image: image147.jpg]Bl 2 +x7 s Rext +152 + 1020,




　　分析 x的值是通过一个一元二次方程给出的，若解出x后，再求值，将会很麻烦．我们可以先将所求的代数式变形，看一看能否利用已知条件．
　　解 已知条件可变形为3x2+3x-1=0，所以
　　6x4+15x3+10x2
　　=(6x4+6x3-2x2)+(9x3+9x2-3x)+(3x2+3x-1)+1

　　=(3x2+3x-1)(2z2+3x+1)+1

　　=0+1=1．
　　说明 在求代数式的值时，若已知的是一个或几个代数式的值，这时要尽可能避免解方程(或方程组)，而要将所要求值的代数式适当变形，再将已知的代数式的值整体代入，会使问题得到简捷的解答．
　　例2 已知a，b，c为实数，且满足下式：
　　a2+b2+c2=1，①
　　[image: image148.jpg]



　　求a+b+c的值．
　　解 将②式因式分解变形如下
　　[image: image149.jpg]



　　即
　　[image: image150.jpg]
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　　所以
　　a+b+c=0或bc+ac+ab=0．
　　若bc+ac+ab=0，则
　　(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(bc+ac+ab)

　　　　　　=a2+b2+c2=1，
　　所以 a+b+c=±1．所以a+b+c的值为0，1，-1．
　　说明 本题也可以用如下方法对②式变形：
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　　即
　　[image: image153.jpg]atbtc atb+c
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　　前一解法是加一项，再减去一项；这个解法是将3拆成1+1+1，最终都是将②式变形为两个式子之积等于零的形式．
　　2．利用乘法公式求值
　　例3 已知x+y=m，x3+y3=n，m≠0，求x2+y2的值．
　　解 因为x+y=m，所以
　　m3=(x+y)3=x3+y3+3xy(x+y)=n+3m·xy，
　　[image: image154.jpg]PR xy=

NES

sl-




　　所以
　　[image: image155.jpg]x7+yz=(x+y)z’2xy:mz’2[7’




　
　　[image: image156.jpg]B 2= 1B, v =B



求x2+6xy+y2的值．
　　分析 将x，y的值直接代入计算较繁，观察发现，已知中x，y的值正好是一对共轭无理数，所以很容易计算出x+y与xy的值，由此得到以下解法．
　　解 x2+6xy+y2=x2+2xy+y2+4xy

　　　　　　　 =(x+y)2+4xy

　　　　　　　 [image: image157.jpg]=(5)" +4% %:5+2:7.




　　3．设参数法与换元法求值
　　如果代数式字母较多，式子较繁，为了使求值简便，有时可增设一些参数(也叫辅助未知数)，以便沟通数量关系，这叫作设参数法．有时也可把代数式中某一部分式子，用另外的一个字母来替换，这叫换元法．
　　[image: image158.jpg]a-b b-¢ c-a
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　　分析 本题的已知条件是以连比形式出现，可引入参数k，用它表示连比的比值，以便把它们分割成几个等式．
　　[image: image159.jpg]



　　x＝(a-b)k，y＝(b-c)k，z＝(c-a)k．
　　所以
　　x+y+z=(a-b)k＋(b-c)k+(c-a)k=0．
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　　u+v+w=1，①
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　　由②有
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　　把①两边平方得
　　u2+v2+w2+2(uv+vw+wu)=1，
　　所以u2+v2+w2=1，
　　即
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　　两边平方有
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　　所以
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　　4．利用非负数的性质求值
　　若几个非负数的和为零，则每个非负数都为零，这个性质在代数式求值中经常被使用．
　　例8 若x2-4x+|3x-y|=-4，求yx的值． 

　　分析与解 x，y的值均未知，而题目却只给了一个方程，似乎无法求值，但仔细挖掘题中的隐含条件可知，可以利用非负数的性质求解．
　　因为x2-4x+|3x-y|=-4，所以
　　x2-4x＋4＋|3x-y|=0，
　　即 (x-2)2+|3x-y|=0．
　　[image: image172.jpg]



　　所以 yx=62=36．
　　例9 未知数x，y满足
　　(x2＋y2)m2-2y(x+n)m+y2+n2=0， 其中m，n表示非零已知数，求x，y的值．
　　分析与解 两个未知数，一个方程，对方程左边的代数式进行恒等变形，经过配方之后，看是否能化成非负数和为零的形式．
　　将已知等式变形为
　　m2x2+m2y2-2mxy-2mny+y2+n2=0，
　　(m2x2-2mxy+y2)+(m2y2-2mny+n2)=0，即 (mx-y)2+(my-n)2=0．
　　[image: image173.jpg]BTk
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　　5．利用分式、根式的性质求值
　　分式与根式的化简求值问题，内容相当丰富，因此设有专门讲座介绍，这里只分别举一个例子略做说明．
　　例10 已知xyzt=1，求下面代数式的值：
　　[image: image175.jpg]1 . i . i . 1
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　　分析 直接通分是笨拙的解法，可以利用条件将某些项的形式变一变．
　　解 根据分式的基本性质，分子、分母可以同时乘以一个不为零的式子，分式的值不变．利用已知条件，可将前三个分式的分母变为与第四个相同．
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　　同理
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　　分析 计算时应注意观察式子的特点，若先分母有理化，计算反而复杂．因为这样一来，原式的对称性就被破坏了．这里所言的对称性是[image: image180.jpg]BN TSR EBNEIE, Va5 - oWBEEMEE. B1ELE



分利用这种对称性，或称之为整齐性，来简化我们的计算．
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　　同样(但请注意算术根！)
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　　将①，②代入原式有
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练习六
　　[image: image185.jpg]2+43 2-43
25 TTorn

1. Bix= Rox? 3xy+ 2y  BO{E.




　　2．已知x+y=a，x2+y2=b2，求x4+y4的值．
　　3．已知a-b+c=3，a2+b2+c2=29，a3+b3+c3=45，求ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)的值．
　　[image: image186.jpg]y+Z Ztx_xty
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　　5．设a+b+c=3m，求(m-a)3+(m-b)3+(m-c)3-3(m-a)(m-b)(m-c)的值．
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　　8．已知13x2-6xy+y2-4x+1=0，求(x+y)13·x10的值．
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