不等式题型总结
典题精讲
例1（1）已知0＜x＜
[image: image1.wmf]3

1

，求函数y=x(1-3x)的最大值;

（2）求函数y=x+
[image: image2.wmf]x

1

的值域.

思路分析：（1）由极值定理,可知需构造某个和为定值，可考虑把括号内外x的系数变成互为相反数；（2）中，未指出x＞0，因而不能直接使用基本不等式，需分x＞0与x＜0讨论.

（1）解法一：∵0＜x＜
[image: image3.wmf]3
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,∴1-3x＞0.

∴y=x(1-3x)= 
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，当且仅当3x=1-3x，即x=
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时，等号成立.∴x=
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时，函数取得最大值
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.

解法二：∵0＜x＜
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,∴
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-x＞0.

∴y=x(1-3x)=3x(
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，当且仅当x=
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-x,即x=
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时，等号成立.

∴x=
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时，函数取得最大值
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（2）解：当x＞0时，由基本不等式，得y=x+
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≥2
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当x＜0时，y=x+
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=-［(-x)+
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≥2,当且仅当-x=
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,即x=-1时，等号成立.

∴y=x+
[image: image26.wmf]x
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≤-2.

综上,可知函数y=x+
[image: image27.wmf]x
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的值域为(-∞,-2］∪［2,+∞).

绿色通道：利用基本不等式求积的最大值，关键是构造和为定值，为使基本不等式成立创造条件，同时要注意等号成立的条件是否具备.

变式训练1当x＞-1时，求f(x)=x+
[image: image28.wmf]1
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+
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的最小值.

思路分析：x＞-1
[image: image29.wmf]Þ

x+1＞0,变x=x+1-1时x+1与
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的积为常数.

解：∵x＞-1,∴x+1＞0.

∴f(x)=x+
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当且仅当x+1=
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,即x=0时,取得等号.

∴f(x)min=1.

变式训练2求函数y=
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的最小值.

思路分析：从函数解析式的结构来看，它与基本不等式结构相差太大，而且利用前面求最值的方法不易求解，事实上，我们可以把分母视作一个整体，用它来表示分子，原式即可展开.

解：令t=x2+1，则t≥1且x2=t-1.

∴y=
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∵t≥1,∴t+
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,即t=1时，等号成立.

∴当x=0时，函数取得最小值3.

例2已知x＞0,y＞0，且
[image: image41.wmf]x
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+
[image: image42.wmf]y

9

=1，求x+y的最小值.

思路分析：要求x+y的最小值，根据极值定理，应构建某个积为定值，这需要对条件进行必要的变形，下面给出三种解法，请仔细体会.

解法一：利用“1的代换”,

∵
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∴x+y=(x+y)·(
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，即y=3x时，取等号.

又
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=1,∴x=4,y=12.

∴当x=4,y=12时，x+y取得最小值16.

解法二：由
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∵x＞0,y＞0,∴y＞9.

x+y=
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当且仅当y-9=
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，即y=12时，取得等号，此时x=4.∴当x=4,y=12时，x+y取得最小值16.解法三：由
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=1，得y+9x=xy,

∴(x-1)(y-9)=9.

∴x+y=10+(x-1)+(y-9)≥10+2
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当且仅当x-1=y-9时取得等号.又
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=1,

∴x=4,y=12.

∴当x=4,y=12时，x+y取得最小值16.

绿色通道：本题给出了三种解法，都用到了基本不等式，且都对式子进行了变形，配凑出基本不等式满足的条件，这是经常需要使用的方法，要学会观察,学会变形，另外解法二，通过消元,化二元问题为一元问题，要注意根据被代换的变量的范围对另外一个变量的范围的影响.

黑色陷阱：本题容易犯这样的错误：
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产生不同结果的原因是不等式①等号成立的条件是
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=
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，不等式②等号成立的条件是x=y.在同一个题目中连续运用了两次基本不等式,但是两个基本不等式等号成立的条件不同，会导致错误结论.

变式训练已知正数a,b,x,y满足a+b=10,
[image: image76.wmf]y
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思路分析：本题属于“1”的代换问题.

解：x+y=(x+y)(
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∵x,y＞0,a,b＞0，
∴x+y≥10+2
[image: image80.wmf]ab

=18，即
[image: image81.wmf]ab

=4.

又a+b=10，
∴
[image: image82.wmf]î

í

ì

=

=

8

,

2

b

a

或
[image: image83.wmf]î

í

ì

=

=

.

2

,

8

b

a


例3求f(x)=3+lgx+
[image: image84.wmf]x
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的最小值（0＜x＜1）.

思路分析：∵0＜x＜1,

∴lgx＜0,
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＜0不满足各项必须是正数这一条件，不能直接应用基本不等式，正确的处理方法是加上负号变正数.

解：∵0＜x＜1,∴lgx＜0,
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 (0＜x＜1)的最小值为-1.

黑色陷阱：本题容易忽略0＜x＜1这一个条件.

变式训练1已知x＜
[image: image95.wmf]4
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，求函数y=4x-2+
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思路分析：求和的最值，应凑积为定值.要注意条件x＜
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解：∵x＜
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所以当x=1时，函数的最大值是1.

变式训练2当x＜
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思路分析：本题是求两个式子和的最大值,但是x·
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例4如图3-4-1，动物园要围成相同的长方形虎笼四间，一面可利用原有的墙，其他各面用钢筋网围成.

[image: image124.jpg]



图3-4-1
（1）现有可围36 m长网的材料，每间虎笼的长、宽各设计为多少时，可使每间虎笼面积最大？
（2）若使每间虎笼面积为24 m2，则每间虎笼的长、宽各设计为多少时，可使围成四间虎笼的钢筋总长度最小？
思路分析：设每间虎笼长为x m，宽为y m，则（1）是在4x+6y=36的前提下求xy的最大值；而(2)则是在xy=24的前提下来求4x+6y的最小值.

解：（1）设每间虎笼长为x m，宽为y m，则由条件,知4x+6y=36，即2x+3y=18.

设每间虎笼的面积为S，则S=xy.

方法一：由于2x+3y≥2
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故每间虎笼长为4.5 m，宽为3 m时，可使面积最大.

方法二:由2x+3y=18，得x=9-
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S=xy=(9-
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当且仅当6-y=y,即y=3时，等号成立，此时x=4.5.故每间虎笼长4.5 m,宽3 m时，可使面积最大.

(2)由条件知S=xy=24.

设钢筋网总长为l,则l=4x+6y.

方法一:∵2x+3y≥2
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故每间虎笼长6 m，宽4 m时，可使钢筋网总长最小.

方法二:由xy=24，得x=
[image: image142.wmf]y
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∴l=4x+6y=
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=y，即y=4时，等号成立，此时x=6.

故每间虎笼长6 m,宽4 m时，可使钢筋总长最小.

绿色通道：在使用基本不等式求函数的最大值或最小值时，要注意：
（1）x,y都是正数；
（2）积xy（或x+y）为定值；
（3）x与y必须能够相等，特别情况下，还要根据条件构造满足上述三个条件的结论.

变式训练某工厂拟建一座平面图为矩形且面积为200 平方米的三级污水处理池(平面图如图3-4-2所示),由于地形限制,长、宽都不能超过16米,如果池外周壁建造单价为每米400元,中间两道隔墙建造单价为每米248元,池底建造单价为每平方米80元,池壁的厚度忽略不计,试设计污水处理池的长和宽,使总造价最低,并求出最低造价.

[image: image147.png]



图3-4-2

思路分析：在利用均值不等式求最值时,必须考虑等号成立的条件,若等号不能成立,通常要用函数的单调性进行求解.

解：设污水处理池的长为x米,则宽为
[image: image148.wmf]x
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于是总造价Q(x)=400(2x+2×
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=800(x+
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当且仅当x=
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 (x＞0),即x=18时等号成立,而18
[image: image155.wmf]Ï

［12.5,16］,∴Q(x)＞44 800.

下面研究Q(x)在［12.5,16］上的单调性.

对任意12.5≤x1＜x2≤16,则x2-x1＞0,x1x2＜162＜324.

Q(x2)-Q(x1)=800［(x2-x1)+324(
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＜0,

∴Q(x2)＞Q(x1).∴Q(x)在［12.5,16］上是减函数.

∴Q(x)≥Q(16)=45 000.

答:当污水处理池的长为16米,宽为12.5米时,总造价最低,最低造价为45 000元.

问题探究
    问题某人要买房,随着楼层的升高,上下楼耗费的精力增多,因此不满意度升高.当住第n层楼时,上下楼造成的不满意度为n.但高处空气清新,嘈杂音较小,环境较为安静,因此随着楼层的升高,环境不满意度降低.设住第n层楼时,环境不满意程度为
[image: image158.wmf]n

8

.则此人应选第几楼,会有一个最佳满意度.

导思：本问题实际是求n为何值时,不满意度最小的问题,先要根据问题列出一个关于楼层的函数式,再根据基本不等式求解即可.

探究：设此人应选第n层楼,此时的不满意程度为y.

由题意知y=n+
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当且仅当n=
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,即n=
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时取等号.

但考虑到n∈N*,

∴n≈2×1.414=2.828≈3,

即此人应选3楼,不满意度最低.
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