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3.3对数函数

例1  已知
[image: image762.emf]3

2
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2 4

C

4

C
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C
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1

，求
[image: image2.wmf]2

log

x

y

的值。
解析  从已知条件中寻求
[image: image3.wmf]xy

、

之间的关系，以确定
[image: image4.wmf]x

y

的值。
解：由已知，得
[image: image5.wmf]2

lg()lg(2)

xyxy

=-

，
[image: image6.wmf]2

(2).

xyxy

\=-

整理，得
[image: image7.wmf]22

540

xxyy

-+=

，即
[image: image8.wmf]()(4)0

xyxy

--=

。
[image: image9.wmf]xy

\=

或
[image: image10.wmf]4

xy

=

。但由
[image: image11.wmf]0,0,20

xyxy

>>->

，得
[image: image12.wmf]20

xy

>>

，
[image: image13.wmf]xy

\=

不合题意，应舍去。故
[image: image14.wmf]4

xy

=

，即
[image: image15.wmf]4

x

y

=

。 
[image: image16.wmf]4

222

loglog4log(2)4.

x

y

\===


点评  解题过程中一定要注意“对数的真数必须大于零”这一前提。
例2  设
[image: image17.wmf]0,0,0

xyz

>>>

，且
[image: image18.wmf]346

xyz

==

。
（1）求证：
[image: image19.wmf]111

2

zxy

-=

；（2）比较
[image: image20.wmf]346

xyz

、

、

的大小。
解析  本题主要考查指数式与对数式的互化，常用的方法是取对数，消参数。
解：设
[image: image21.wmf]346

xyz

k

===

，


[image: image22.wmf](0,)

xyz

Î+¥

Q

、

、

，则
[image: image23.wmf]1

k

>

，且
[image: image24.wmf]lglglg

,,

lg3lg4lg6

kkk

xyz

===

。
（1）证明：
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（2）解：
[image: image26.wmf]1,lg0.
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点评  换底公式在对数证明题中应用很广泛，应熟练应用。
问题二  对数函数的图像性质及其应用

例3  （1）求函数
[image: image28.wmf]2
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lg(3)

xx

y

x
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+

的定义域。
（2）求函数
[image: image29.wmf]2

()lg4

3

x

fxx

x
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=×-
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的定义域。
解析  本题主要考查函数定义域的求解，要使解析式的各部分都有意义。
解：（1）要使函数有意义，当且仅当


[image: image30.wmf]2

650

30

31

xx

x

x

ì

--³

ï

+>

í

ï

+¹

î

，即
[image: image31.wmf]61
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，
[image: image32.wmf]32

x

\-<<-

或
[image: image33.wmf]21

x

-<£

。
[image: image34.wmf]\

函数的定义域为
[image: image35.wmf](3,2)(2,1]

--È-

。
（2）要使函数有意义，当且仅当


[image: image36.wmf]20
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，解得
[image: image37.wmf]24

x

£<

且
[image: image38.wmf]3

x

¹

。

[image: image39.wmf]\

函数的定义域为
[image: image40.wmf][2,3)(3,4).

È


点评  这类问题通常应注意这几个方面：偶次根号下不为负；分式的分母不为零；对数的真数大于零。
例4  作函数
[image: image41.wmf]2

|log(1)|2

yx

=++

的图像。
解析  本题主要考查对数函数的图像与图像变换，关键先作出
[image: image42.wmf]2

log

yx

=

的图像，向左平移1个单位长度，再把位于
[image: image43.wmf]x

轴下方的部分沿
[image: image44.wmf]x

轴翻折，然后把这个图像向上平移2个单位长度，即得到
[image: image45.wmf]2

|log(1)|2

yx

=++

的图像。
解：（1）作出
[image: image46.wmf]2

log

yx

=

的图像，如图①；

（2）将
[image: image47.wmf]2

log

yx

=

的图像向左平移1个单位长度，得到函数
[image: image48.wmf]2

log(1)

yx

=+

的图像，如图②；

（3）把
[image: image49.wmf]2

log(1)

yx

=+

位于
[image: image50.wmf]x

轴下方的部分作关于
[image: image51.wmf]x

轴的对称变换，得到
[image: image52.wmf]2

|log(1)|

yx

=+

的图像，如图③；

（4）把
[image: image53.wmf]2

|log(1)|

yx

=+

的图像向上平移2个单位长度，得到
[image: image54.wmf]2

|log(1)|2

yx

=++

的图像，如图④。
[image: image55.emf]4
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点评  一般地，
[image: image59.wmf]()

yfxab

=++

的图像，是由
[image: image60.wmf]()

yfx

=

的图像向左或向右平移
[image: image61.wmf]||

a

个单位长度，再向上或向下平移
[image: image62.wmf]||

b

个单位长度得到的。
例5  比较下列各组数的大小。
（1）
[image: image63.wmf]0.1

log4

与
[image: image64.wmf]0.5

log4

；（2）
[image: image65.wmf]4

log5

与
[image: image66.wmf]6

log5

；（3）
[image: image67.wmf]3

2

log

3

与
[image: image68.wmf]5

6

log

5

；（4）
[image: image69.wmf]1.9

(lg)

m

与
[image: image70.wmf]2.1

(lg)(1)

mm

>

。
解析  本题主要考查对数函数的单调性，关键要化为同底数或借助中间量比较，也可以借助图像比较。
解：（1）解法1：在同一坐标系内作出
[image: image71.wmf]0.1

log

yx

=

与
[image: image72.wmf]0.5

log

yx

=

的图像，如图，可知在
[image: image73.wmf](1,)

+¥

上，函数
[image: image74.wmf]0.1

log

yx

=

的图像在函数
[image: image75.wmf]0.5

log

yx

=

图像的上方，故
[image: image76.wmf]0.10.5
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[image: image77.emf]2
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解法2：
[image: image78.wmf]0.1

4

1

log4

log0.1

=

，
[image: image79.wmf]0.5

4

1

log4

log0.5

=

。
[image: image80.wmf]4

log

yx

=

Q

是增函数，
[image: image81.wmf]44

log0.1log0.50.

\<<



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image82.wmf]44

11

,
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即
[image: image83.wmf]0.10.5

log4log4.

>


解法3：
[image: image84.wmf]0.10.5

lg4lg4

log4,log4

lg0.1lg0.5

==

。
[image: image85.wmf]11

lg0.1lg0.50,.

lg0.1lg0.5

<<\>

Q


又
[image: image86.wmf]lg4lg4

lg40,,

lg0.1lg0.5

>\>

即
[image: image87.wmf]0.10.5

log4log4.

>


（2）
[image: image88.wmf]4466

log5log41,log5log61,

>=<=

Q

 
[image: image89.wmf]46

log5log5.

\>


（3）
[image: image90.wmf]Q

函数
[image: image91.wmf]3

log

yx

=

与函数
[image: image92.wmf]5

log

yx

=

在
[image: image93.wmf](0,)

+¥

上都是增函数，
[image: image94.wmf]3355
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf]35
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（4）①当
[image: image96.wmf]1lg0

m

>>

，即
[image: image97.wmf]110

m

<<

时，
[image: image98.wmf](lg)

x

ym

=

在
[image: image99.wmf]R

上是减函数，
[image: image100.wmf]1.92.1

(lg)(lg)

mm

\>

；

②当
[image: image101.wmf]lg1

m

=

，即
[image: image102.wmf]10

m

=

时，
[image: image103.wmf]1.92.1

(lg)(lg)

mm

\=

；

③当
[image: image104.wmf]lg1

m

>

，即
[image: image105.wmf]10

m

>

时，
[image: image106.wmf](lg)

x

ym

=

在
[image: image107.wmf]R

上是增函数，
[image: image108.wmf]1.92.1

(lg)(lg)
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点评  比较两个（或多个）对数值的大小时，若底数相同，可直接用对数函数的单调性比较大小；若底数不同且不能利用对数的性质比较大小，可通过找中间变量（如1或0）或利用对数的换底公式间接实现大小的比较；若含参数，则要进行分类讨论，底数时参数时，按底数大于1或大于0小于1两种情况讨论。
例6  求下列函数的值域。
（1）
[image: image109.wmf]2

log(2)

xx

a

yaa

=--

；

（2）
[image: image110.wmf]42

1

log(31)log(1),[0,1]

2

yxxx

=+++Î

；

（3）
[image: image111.wmf]log()

x

a

yaa
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解析  本题主要考查对数函数的值域，关键抓住对数函数的单调性处理，可先求出真数的范围，然后结合函数的单调性求出值域。
解：（1）由
[image: image112.wmf]2

20,0

xxx

aaa

-->>

，得
[image: image113.wmf]01

x

a

<<

。设
[image: image114.wmf]2

2

xx

taa

=--

，则
[image: image115.wmf]2
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x
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，
[image: image116.wmf]01,02

x

at

<<\<<

Q

。
又当
[image: image117.wmf]1

a

>

时，
[image: image118.wmf]log

a

yt

=

是增函数，
[image: image119.wmf]log2

a

y

\<

；

当
[image: image120.wmf]01

a

<<

时，
[image: image121.wmf]log

a

yt

=

是减函数，
[image: image122.wmf]log2

a

y

\>

；

故当
[image: image123.wmf]1

a

>

时，所求值域为
[image: image124.wmf](,log2)

a

-¥

；当
[image: image125.wmf]01

a

<<

时，所求值域为
[image: image126.wmf](log2,)

a

+¥

。
（2）


[image: image127.wmf]42

444

2

4

2

4

1

log(31)log(1)

2

log(31)log(1)log[(31)(1)]

log(341)

21

log3.

33

yxx

xxxx

xx

x

=+++

=+++=++

=++

éù

ö

æ

=+-

êú

ç÷

è

ø

êú

ëû



[image: image128.wmf]2
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在
[image: image129.wmf][0,1]

上是单调增函数，


[image: image130.wmf]2

341[1,8]

xx

\++Î

，


[image: image131.wmf]44

[log1,log8]

y

\Î

，即值域为
[image: image132.wmf]2

0,
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。
（3）
[image: image133.wmf]0

x

a

>

Q

，且
[image: image134.wmf]0

x

aa

->

，
[image: image135.wmf]0

x

aaa

\<-<

。

[image: image136.wmf]\

当
[image: image137.wmf]1

a

>

时，
[image: image138.wmf]log()log1

x

aa

yaaa

=-<=

；

当
[image: image139.wmf]01

a

<<

时，
[image: image140.wmf]log()log1

x

aa

yaaa

=->=

。
故当
[image: image141.wmf]1

a

>

时，其值域为
[image: image142.wmf](,1)

-¥

；当
[image: image143.wmf]01

a

<<

时，其值域为
[image: image144.wmf](1,)

+¥

。
点评  由对数函数组成的复合函数，一般有两种：（1）形如
[image: image145.wmf](log)

a

yfx

=

；（2）形如
[image: image146.wmf]log()

a

yfx

=

。第1种类型常采用换元法，令
[image: image147.wmf]log

a

tx

=

，根据定义域及对数函数的性质，先求出
[image: image148.wmf]t

的值域，再求出
[image: image149.wmf]()

yft

=

的值域；第2种类型一般要先由真数
[image: image150.wmf]()0

fx

>

，求出定义域，再根据定义域求
[image: image151.wmf]()

yfx

=

的值域，然后根据对数函数的性质确定复合函数的值域。
例7  解不等式：
[image: image152.wmf]2log(4)log(2)

aa

xx

->-

。
解析  本题主要考查对数不等式的解法，常用的方法是根据对数函数性质把对数不等式转化为代数不等式求解。
解：原不等式等价于


[image: image153.wmf]2

log(4)log(2)
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，

①当
[image: image154.wmf]1

a

>

时，又等价于
[image: image155.wmf]2
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，

解得
[image: image156.wmf]6

x

>

；

②当
[image: image157.wmf]01

a

<<

时，又等价于
[image: image158.wmf]2
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，

解得
[image: image159.wmf]46

x

<<

。

[image: image160.wmf]\

当
[image: image161.wmf]1

a

>

时，不等式的解集为
[image: image162.wmf](6,)

+¥

；当
[image: image163.wmf]01

a

<<

时，不等式的解集为
[image: image164.wmf](4,6)

。
点评  当底数是字母时，需要分类讨论底数的取值范围。解对数不等式要注意解的过程中加以限制条件，使定义域保持不变，即进行同解变形。
例8  设
[image: image165.wmf]1

2
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x
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fx
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，求不等式
[image: image166.wmf]()2

fx

>

的解集。
解析  本题主要考查指数、对数不等式的求解。因为
[image: image167.wmf]()2

fx

>

的
[image: image168.wmf]x

值可能在两段上都能取到，所以应分类讨论。
解：当
[image: image169.wmf]2

x

<

时，
[image: image170.wmf]1

22

x

e

-

>

，解得
[image: image171.wmf]1

x

>

，此时不等式的解集为
[image: image172.wmf](1,2)

；

当
[image: image173.wmf]2

x

³

时，有
[image: image174.wmf]2
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log(1)2
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->

，此不等式等价于
[image: image175.wmf]2
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，解得
[image: image176.wmf]10

x

>

，此时不等式的解集为
[image: image177.wmf](10,)

+¥

。
综上，不等式
[image: image178.wmf]()2

fx

>

的解集为
[image: image179.wmf](1,2)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image181.wmf](10,)

+¥

。
例9  已知函数
[image: image182.wmf]22

()log(2)

a

fxxxa

=++

是奇函数，求
[image: image183.wmf]a

的值。
解析  本题考查函数奇偶性的概念，对根式灵活变形的能力，以及对数函数的性质。
解：解法1：
[image: image184.wmf]()

fx

Q

是奇函数，
[image: image185.wmf]()()

fxfx

\-=-

。

[image: image186.wmf]22
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[image: image187.wmf]2
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。又
[image: image188.wmf]2
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解法2：函数
[image: image189.wmf]()

fx

的定义域是
[image: image190.wmf]R

，又是奇函数。

[image: image191.wmf](0)0

f

\=

，即
[image: image192.wmf]22

log20,21

a

aa

=\=

，即
[image: image193.wmf]2

2

a

=±

。
[image: image194.wmf]2
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则
[image: image195.wmf]2
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[image: image196.wmf]2
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Q

，

即当
[image: image197.wmf]2

2

a

=

时，
[image: image198.wmf]()

fx

是奇函数。

[image: image199.wmf]2

.
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点评  解法2中利用
[image: image200.wmf](0)0

f

=

求出
[image: image201.wmf]a

后，必须验证这时
[image: image202.wmf]()

fx

是否是奇函数。
例10  函数
[image: image203.wmf]log

a

yx

=

在
[image: image204.wmf][2,)

x

Î+¥

上总有
[image: image205.wmf]||1

y

>

，求
[image: image206.wmf]a

的取值范围。
解析  本题主要考查对数函数的概念及单调性，由于底数
[image: image207.wmf]a

的取值不确定，一定要进行分类讨论。
解：依题意，得
[image: image208.wmf]|log|1

a

x

>

，对一切
[image: image209.wmf][2,)

x

Î+¥

都成立，当
[image: image210.wmf]1

a

>

时，
[image: image211.wmf]2,||loglog21

aa

xyx
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Q

，即
[image: image212.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image213.wmf]12
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\<<

；当
[image: image214.wmf]01

a

<<

时，
[image: image215.wmf]||log1

a

yx

=->

，
[image: image216.wmf]log1

a

x

\<-

，即
[image: image217.wmf]1

2

loglog2log2

aa

x

£<

，
[image: image218.wmf]1
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2

a

\<<

。
综上所述，
[image: image219.wmf]1

,1(1,2).
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ø

。
点评  借助图像，可帮助解题。
例11  （1）如果函数
[image: image220.wmf]2
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的定义域为
[image: image221.wmf]R

，求实数
[image: image222.wmf]a

的取值范围。（2）如果函数
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的值域为
[image: image224.wmf]R

，求实数
[image: image225.wmf]a

的取值范围。
解析  本题主要考查对数函数定义域、值域的理解及不等式的求解。
解：（1）要使函数的定义域为
[image: image226.wmf]R

，即是要求二次函数
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恒成立（如图①所示），即当且仅当判别式
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（2）要使函数的值域为
[image: image234.wmf]R

，此时不必考虑定义域对
[image: image235.wmf]a

的影响，只需考虑存在
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均能取到，故二次函数
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必须与
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轴相切或相交，如图②，此时判别式
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点评  这是两类典型的问题，问法不同，结论正好相反。仔细体会，注意区别。
例12  函数
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解析  本题主要考查反函数的概念，根据指数与对数之间的关系，将对数式转化成指数式，将
[image: image245.wmf]x

用
[image: image246.wmf]y

表示出来，即可求出反函数。由题意，得
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答案  
[image: image252.wmf]C


点评  应理解反函数的定义，在根据解析式求出
[image: image253.wmf]1
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时，不要忘了
[image: image254.wmf]xy
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的互换。
问题三  对数函数综合问题

例13  已知二次函数
[image: image255.wmf]()
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的二次项系数为负数，且对任意
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恒有
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成立，解不等式：
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解析  本题是函数间综合问题。解本题的关键是去掉函数符号
[image: image259.wmf]f

。
解：对任意
[image: image260.wmf]x

恒有
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，二次函数
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的对称轴是
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又
[image: image265.wmf]()

fx

Q

的二次项系数为负数，
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fx

\

在
[image: image267.wmf](,2]

-¥

上单调递增，
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[image: image270.wmf]\

不等式的解集为
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例14  已知常数
[image: image272.wmf](0,1)
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，变量
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之间有关系：
[image: image274.wmf]log3loglog3
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，若
[image: image275.wmf]y

有最小值
[image: image276.wmf]8

，求
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的值。
解析  本题主要考查对数式的变形、运算及对数函数性质的应用。先根据
[image: image278.wmf]xy
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之间的关系式，用
[image: image279.wmf]x

将
[image: image280.wmf]y

表示出来，然后根据指数函数、二次函数的有关知识即可求得。
解：
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当
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有最小值
[image: image284.wmf]3
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，无最大值。

[image: image285.wmf]\

要使
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有最小值，则
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从而
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点评  这类题目的解题关键是根据
[image: image291.wmf]xy

、

之间的关系式，应用对数的定义即运算法则表示出
[image: image292.wmf]y

关于
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的函数关系式。
例15  已知函数
[image: image294.wmf]222
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。问：
[image: image295.wmf]()
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是否存在最值？若存在，试把它求出来。
解析  本题主要考查对数类型复合函数的最值问题，应先求出对数函数的定义域，再研究对数函数的单调性，根据不同情况的单调性研究最值。
解：由题意，可得


[image: image296.wmf]1

0

1

101(1)

0

x

x

xxpp

px

+

ì

>

ï

-

ï

->Þ<<>

í

ï

->

ï

î

Q


又函数可变化为
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令
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[image: image299.wmf]()
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的图像的对称轴为
[image: image300.wmf]11

2(1)2

pp

--

-=

´-

，
[image: image301.wmf]1

1,0.

2

p

pp

-

>\<<

Q


①当
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上既无最大值，又无最小值。
②当
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[image: image313.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image314.wmf]()
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的最小值不存在。
综上所述，当
[image: image315.wmf]13
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时，
[image: image316.wmf]()
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的最大值与最小值都不存在；当
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时，
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的最大值是
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3.4  幂函数

知识点一  幂函数的定义

一般地，形如
[image: image320.wmf]yx

a

=

的函数称为幂函数（其中
[image: image321.wmf]x

是自变量，
[image: image322.wmf]a

为常数）。
注意：（1）幂函数的定义是形式定义，如
[image: image323.wmf]5
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就不是幂函数。
（2）幂函数只研究
[image: image324.wmf]a

是有理数的情况。
知识点二  幂函数的图像与性质

1. 5种常见幂函数的性质：

幂函数
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在第一象限内的特征：
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（1）
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图像过
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，下凸递增，如
[image: image349.wmf]2

yx

=

。
（2）
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图像过
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，上凸递增，如
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（3）
[image: image353.wmf]0
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图像过
[image: image354.wmf](1,1)

，下凸递减，且以两坐标轴为渐近线，如
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2.如
[image: image356.wmf]a

按
[image: image357.wmf]0,1,1,01,0
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，这5种类型分类，列表如下：

	函数
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	图像
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结合以上特殊幂函数的图像得幂函数的性质：

（1）所有的幂函数在
[image: image400.wmf](0,)
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都有意义，并且图像都通过点
[image: image401.wmf](1,1)

；

（2）如果
[image: image402.wmf]0
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，则幂函数的图像过原点，并且在区间
[image: image403.wmf](0,)
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上为增函数；

（3）如果
[image: image404.wmf]0

a

<

，则幂函数图像在区间
[image: image405.wmf](0,)
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上是减函数，在第一象限内，当
[image: image406.wmf]x

从右边趋向于原点时，图像在
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轴右方无限地逼近
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轴，当
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趋向于
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时，图像在
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轴上方无限地逼近
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轴；

（4）当
[image: image413.wmf]a

为奇数时，幂函数为奇函数；当
[image: image414.wmf]a

为偶数时，幂函数为偶函数。
注意  幂函数的图像与性质类型较多，但不必死记硬背，主要掌握好几种具体的常见函数的图像与性质，以及分数指数幂的相关定义及性质，具体问题具体分析。
拓展点一  幂函数的定义域和值域

幂函数的定义域和值域要根据解析式来确定，要保证解析式有意义。值域要在定义域范围内求解。
当
[image: image415.wmf]a

取不同的有理数时，幂函数
[image: image416.wmf]yx
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的定义域如下：

（1）当
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（3）当
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为负整数时，定义域为
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①若
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为偶数时，定义域为
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②若
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为奇数时，定义域为
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。
（5）当
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②若
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为奇数时，定义域为
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拓展点二  幂函数的奇偶性

令
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（其中
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为奇数，则
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的奇偶性取决于
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是奇数还是偶数。即当
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是奇数时，则
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是偶数时，则
[image: image444.wmf]p

q

yx

=

是偶函数。
若
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为偶数，则
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必是奇数，此时
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既不是奇函数，也不是偶函数。
拓展点三  指数大小对于幂函数图像的影响

对于幂函数
[image: image448.wmf]yx

a

=

（
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为常数）在第一象限的图像如图所示。
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从图中观察我们得知，在
[image: image451.wmf]1
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的右侧，曲线从上到下按
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从大到小的顺序排列，而在
[image: image453.wmf]1
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的左侧，排列顺序恰恰相反，其实这种规律具有一般性，比如
[image: image454.wmf]3224
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，也具有这种排序规则。
注意  学习幂函数，掌握图像是关键，
[image: image455.wmf](0,1)
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在第一象限内的图像有3种形状，只要掌握了这3种形状，根据幂函数的奇偶性，就可以作出其在定义域内的图像，这时它的一切属性就变得直观、明了了。
问题一  幂函数的图像及性质

例1  函数
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的定义域是全体实数，求实数
[image: image457.wmf]m

的取值范围。
解析  本题主要考查幂函数的定义域及不等式的恒成立问题。利用幂函数
[image: image458.wmf]1

4

yx

-

=

的定义域为
[image: image459.wmf]R

+

求解。
解：函数的定义域为
[image: image460.wmf]R

。
[image: image461.wmf]2

420

mxxm

\+++>

对一切实数都成立。即
[image: image462.wmf]2

0

44(2)0

m

mm

>

ì

í

D=-+<

î

，解得
[image: image463.wmf]51

m

>-

。
点评  幂函数的性质不必死记，可结合图像掌握。
例2  比较下列各组数中两个数的大小。
（1）
[image: image464.wmf]0.5

2

5

ö

æ

ç÷

è

ø

与
[image: image465.wmf]0.5

1

3

ö

æ

ç÷

è

ø

；（2）
[image: image466.wmf]1

2

3

-

ö

æ

-

ç÷

è

ø

与
[image: image467.wmf]1

3

5

-

ö

æ

-

ç÷

è

ø

；（3）
[image: image468.wmf]3

4

2

3

ö

æ

ç÷

è

ø

与
[image: image469.wmf]2

3

3

4

ö

æ

ç÷

è

ø

。
解析  由题目可获取以下主要信息：题中给出的是3组幂值大小的比较。解答此题可借助幂函数的单调性或中间量进行比较。
解：（1）幂函数
[image: image470.wmf]0.5

yx

=

在
[image: image471.wmf](0,)

+¥

上是单调递增的，

又
[image: image472.wmf]21

53

>

，
[image: image473.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image474.wmf]0.5

2

5

ö

æ

ç÷

è

ø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image475.wmf]>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image476.wmf]0.5

1

3

ö

æ

ç÷

è

ø

。
（2）
[image: image477.wmf]Q

幂函数
[image: image478.wmf]1

yx

-

=

在
[image: image479.wmf](,0)

-¥

上是单调递减的，

又
[image: image480.wmf]23

35

-<-

，
[image: image481.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image482.wmf]1

2

3

-

ö

æ

-

ç÷

è

ø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image483.wmf]>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image484.wmf]1

3

5

-

ö

æ

-

ç÷

è

ø

。
（3）
[image: image485.wmf]Q

函数
[image: image486.wmf]1

2

3

x

y

ö

æ

=

ç÷

è

ø

为减函数，

又
[image: image487.wmf]32

43

>

，
[image: image488.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image489.wmf]2

3

2

3

ö

æ

ç÷

è

ø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image490.wmf]>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image491.wmf]3

4

2

3

ö

æ

ç÷

è

ø

，

又
[image: image492.wmf]Q

函数
[image: image493.wmf]2

3

2

yx

=

在
[image: image494.wmf](0,)

+¥

上是增函数，且
[image: image495.wmf]32

43

>

，
[image: image496.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image497.wmf]2

3

3

4

ö

æ

ç÷

è

ø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image498.wmf]>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image499.wmf]2

3

2

3

ö

æ

ç÷

è

ø

，
[image: image500.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image501.wmf]2

3

3

4

ö

æ

ç÷

è

ø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image502.wmf]>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image503.wmf]3

4

2

3

ö

æ

ç÷

è

ø

。
点评  本题是比较大小的基本题型，关键在于构造适当的函数，若指数相同而底数不同，则考虑幂函数；若指数不同底数相同，则考虑指数函数；若底数不同，指数也不同，则需引入中间量。可以利用幂函数与指数函数的单调性，也可以借助幂函数与指数函数的图像进行判断。
例3  已知
[image: image504.wmf]1.30.7

(0.7)(1.3)

mm

<

，求
[image: image505.wmf]m

的范围。
解析  解决本题可考虑构造函数。
解：根据幂函数
[image: image506.wmf]1.3

yx

=

，知
[image: image507.wmf]1.3

00.71

<<

。由幂函数
[image: image508.wmf]0.7

yx

=

，知
[image: image509.wmf]0.7

1.31

>

，
[image: image510.wmf]1.30.7

0.71.3

\<

。
对于函数
[image: image511.wmf]m

yx

=

，
[image: image512.wmf]1.30.7

(0.7)(1.3),0.

mm

m

<\>

Q


点评  本题通过比较
[image: image513.wmf]1.3

0.7

与
[image: image514.wmf]0.7

1.3

的大小，然后结合幂函数的单调性再比较两个幂的大小。
例4  已知点
[image: image515.wmf](2,2)

在幂函数
[image: image516.wmf]()

fx

的图像上，点
[image: image517.wmf]1

2,

4

ö

æ

-

ç÷

è

ø

在幂函数
[image: image518.wmf]()

gx

的图像上，问：当
[image: image519.wmf]x

为何值时有：（1）
[image: image520.wmf]()()

fxgx

>

；（2）
[image: image521.wmf]()()

fxgx

=

；（3）
[image: image522.wmf]()()

fxgx

<

？

解析  首先要理解幂函数是形式定义，
[image: image523.wmf]yx

a

=

，然后根据函数图像可以解决。
解：设
[image: image524.wmf]()

fxx

a

=

，
[image: image525.wmf]Q

点
[image: image526.wmf](2,2)

在幂函数
[image: image527.wmf]()

fx

的图像上，将点
[image: image528.wmf](2,2)

代入
[image: image529.wmf]()

fxx

a

=

中，得
[image: image530.wmf]2(2)

a

=

，解得
[image: image531.wmf]2

a

=

，
[image: image532.wmf]2

()

fxx

\=

；

设
[image: image533.wmf]()

b

gxx

=

，
[image: image534.wmf]Q

点
[image: image535.wmf]1

2,

4

ö

æ

-

ç÷

è

ø

在幂函数
[image: image536.wmf]()

gx

的图像上，将点
[image: image537.wmf]1

2,

4

ö

æ

-

ç÷

è

ø

代入
[image: image538.wmf]()

b

gxx

=

中，得
[image: image539.wmf]1

(2)

4

b

=-

，解得
[image: image540.wmf]2

b

=-

。
在同一坐标系下作出
[image: image541.wmf]2

()

fxx

=

与
[image: image542.wmf]2

()

gxx

-

=

的图像如图所示。
[image: image543.emf]4

3

2

1

1

2 2

g(x)

f(x)


由图像可知：（1）当
[image: image544.wmf]1

x

>

或
[image: image545.wmf]1

x

<-

时，
[image: image546.wmf]()()

fxgx

>

；

（2）当
[image: image547.wmf]1

x

=

或
[image: image548.wmf]1

x

=-

时，
[image: image549.wmf]()()

fxgx

=

；（3）当
[image: image550.wmf]11

x

-<<

，且
[image: image551.wmf]0

x

¹

时，
[image: image552.wmf]()()

fxgx

<

。
点评  （1）幂函数的一般形式是
[image: image553.wmf]yx

a

=

（
[image: image554.wmf]a

为常数），要求幂函数只要解出
[image: image555.wmf]a

即可；（2）函数的图像在解方程和不等式时有着重要的作用；（3）本题注意
[image: image556.wmf]2

()

gxx

-

=

的定义域是
[image: image557.wmf]{|0}

xx

¹

。
例5  已知函数
[image: image558.wmf]2

23

()

nn

yxnZ

--

=Î

的图像与两坐标轴都无公共点，且其图像关于
[image: image559.wmf]y

轴对称，求
[image: image560.wmf]n

的值，并画出函数的图像。
解析  本题主要考查利用幂函数的性质，求其解析式和作幂函数的图像。
解：
[image: image561.wmf]Q

图像与
[image: image562.wmf]y

轴无公共点，
[image: image563.wmf]2

230

nn

\--£

，又图像关于
[image: image564.wmf]y

轴对称，则
[image: image565.wmf]2

23

nn

--

为偶数。
由
[image: image566.wmf]2

230

nn

--£

，得
[image: image567.wmf]13

n

-££

，又
[image: image568.wmf]nZ

Î

。

[image: image569.wmf]1,0,1,2,3.

n

\=-


当
[image: image570.wmf]1

n

=-

时，
[image: image571.wmf]2

230

nn

--=

为偶数；

当
[image: image572.wmf]0

n

=

时，
[image: image573.wmf]2

233

nn

--=-

不是偶数；

当
[image: image574.wmf]1

n

=

时，
[image: image575.wmf]2

234

nn

--=-

为偶数；

当
[image: image576.wmf]2

n

=

时，
[image: image577.wmf]2

233

nn

--=-

不是偶数；

当
[image: image578.wmf]3

n

=

时，
[image: image579.wmf]2

230

nn

--=

为偶数。

[image: image580.wmf]1,1

n

\=-

或
[image: image581.wmf]3

。
此时，幂函数解析式为
[image: image582.wmf]0

yx

=

或
[image: image583.wmf]4

yx

-

=

。图像如图所示。
[image: image584.emf]3

2

1

2 2


点评  幂函数图像要记清大致形状，性质要清晰。
例6  已知幂函数
[image: image585.wmf]2

1

(14)

3

2

()(1)()

tt

fxttxtN

--

=-+Î

是偶函数，且在
[image: image586.wmf](0,)

+¥

上为增函数，求函数解析式。
解析  本题主要考查幂函数的性质，关键由偶函数与在
[image: image587.wmf](0,)

+¥

上为增函数确定
[image: image588.wmf]t

的值。
解：
[image: image589.wmf]()

fx

Q

是幂函数，
[image: image590.wmf]3

11

tt

\-+=


解得
[image: image591.wmf]1,0

t

=-

或
[image: image592.wmf]1

。
当
[image: image593.wmf]0

t

=

时，
[image: image594.wmf]1

2

2

11

(14),()

22

ttfxx

--==

Q

是非奇非偶函数，不满足条件；当
[image: image595.wmf]1

t

=

时，
[image: image596.wmf]2

()

fxx

-

=

是偶函数，但在
[image: image597.wmf](0,)

+¥

上为减函数，不满足条件；当
[image: image598.wmf]1

t

=-

时，
[image: image599.wmf]2

()

fxx

=

满足题意。

[image: image600.wmf]()

fx

\

的解析式为
[image: image601.wmf]2

()

fxx

=

。
点评  与幂函数有关的参数问题，应注意利用幂函数的概念和性质解题。
例7  如图所示的曲线是幂函数
[image: image602.wmf]n

yx

=

在第一象限的图像，已知
[image: image603.wmf]n

取
[image: image604.wmf]1

2

2

±±

、

这4个值，则相对应于曲线
[image: image605.wmf]1234

CCCC

、

、

、

的
[image: image606.wmf]n

值依次为_________________。
解析  由
[image: image607.wmf]101

aa

><<

、

的图像特征，易判断
[image: image608.wmf]1

2

2

12

:,:

CyxCyx

==

，下面判断
[image: image609.wmf]34

CC

、

，取大于1的自变量
[image: image610.wmf]0

2

x

=

，


[image: image611.wmf]1

2

2

1122

2,2,

44

2

-

-

===

Q



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image612.wmf]1

2

2

22

-

-

\<

，
[image: image613.wmf]1

2

2

34

:,:.

CyxCyx

-

-

\==



[image: image614.wmf]1234

CCCC

\

、

、

、

对应的值依次为
[image: image615.wmf]11

2-2

22

-

、

、

、

。
答案  
[image: image616.wmf]11

2-2

22

-

、

、

、


点评  如果掌握了指数对于幂函数图像位置的影响规律，很快即可判断出
[image: image617.wmf]1234

nnnn

>>>

。
问题二  与幂函数有关的综合问题

例8  已知函数
[image: image618.wmf]4

2

152

yxx

=--

。（1）求定义域、值域；（2）判断奇偶性；（3）求单调区间。
解析  这是一道函数综合题，借助已知函数来研究函数的性质。
解：令
[image: image619.wmf]2

152

txx

=--

，则
[image: image620.wmf]4

yt

=

。
（1）由
[image: image621.wmf]2

1520

xx

--³

，得函数定义域为
[image: image622.wmf][5,3]

-

。
[image: image623.wmf]2

16(1)[0,16]

tx

\=-+Î

，
[image: image624.wmf]\

函数
[image: image625.wmf]y

的值域是
[image: image626.wmf][0,2]

。
（2）
[image: image627.wmf]Q

函数的定义域为
[image: image628.wmf][5,3]

-

，关于原点不对称，即原函数不具备奇偶性。
（3）
[image: image629.wmf]Q

函数
[image: image630.wmf]t

的定义域为
[image: image631.wmf][5,3]

-

，对称轴
[image: image632.wmf]1

x

=-

。
[image: image633.wmf]\

当
[image: image634.wmf][5,1]

x

Î--

时，
[image: image635.wmf]t

随
[image: image636.wmf]x

增大而增大，当
[image: image637.wmf][1,3]

x

Î-

时，
[image: image638.wmf]t

随
[image: image639.wmf]x

的增大而减小。
又
[image: image640.wmf]Q

函数
[image: image641.wmf]4

yt

=

在
[image: image642.wmf][0,16]

t

Î

上时是增函数。

[image: image643.wmf]4

2

152

yxx

\=--

单调增区间是
[image: image644.wmf][5,1]

--

，单调减区间是
[image: image645.wmf][1,3]

-

。
点评  幂函数在本题中只是一个本原，很多数学问题研究的本原性问题往往是较为简单的问题，如本题实质上就是由几个知识点交汇而得的一个综合问题，只要能够各个击破，问题就会迎刃而解。
例9  讨论函数
[image: image646.wmf]2

221

()

kk

ykkx

--

=+

在
[image: image647.wmf]0

x

>

时的增减值。
解析  本题主要考查幂函数的单调性问题，借助分类讨论思想和数形结合思想解决。
解：令
[image: image648.wmf]2

0

kk

+=

，得
[image: image649.wmf]0

k

=

或
[image: image650.wmf]1

-

，此时，
[image: image651.wmf]y

为常数函数。当
[image: image652.wmf]0

k

¹

且
[image: image653.wmf]1

k

¹-

时，

①当
[image: image654.wmf]1

k

<-

或
[image: image655.wmf]0

k

>

时，即
[image: image656.wmf]2

0

kk

+>

时，令
[image: image657.wmf]2

210

kk

--<

，得
[image: image658.wmf]1212

k

-<<+

，即
[image: image659.wmf]012

k

<<+

，此时
[image: image660.wmf]y

在
[image: image661.wmf](0,)

+¥

上为减函数；同理，当
[image: image662.wmf]1

k

<-

或
[image: image663.wmf]12

k

>+

时，
[image: image664.wmf]2

210

kk

-->

，
[image: image665.wmf]y

在
[image: image666.wmf](0,)

+¥

上为增函数。
②当
[image: image667.wmf]10

k

-<<

，即
[image: image668.wmf]2

0

kk

+<

时，令
[image: image669.wmf]2

210

kk

--<

，得
[image: image670.wmf]1212

k

-<<+

，即
[image: image671.wmf]120

k

-<<

。此时
[image: image672.wmf]y

在
[image: image673.wmf](0,)

+¥

上为增函数；当
[image: image674.wmf]112

k

-<<-

时，
[image: image675.wmf]2

210

kk

-->

，
[image: image676.wmf]y

在
[image: image677.wmf](0,)

+¥

上为减函数。
综上，当
[image: image678.wmf](,1)(12,0)(12,)

k

Î-¥-È-È++¥

时，函数
[image: image679.wmf]y

在
[image: image680.wmf]0

x

>

时为增函数；当
[image: image681.wmf](1,12)(0,12)

k

Î--È+

时，函数
[image: image682.wmf]y

在
[image: image683.wmf]0

x

>

时为减函数；当
[image: image684.wmf]0,1,12,12

k

=--+

时，
[image: image685.wmf]y

是常数函数。
例10  已知函数
[image: image686.wmf]2

2

21

()()

21

mxmxm

fxmR

xx

-+-

=Î

-+

，试比较
[image: image687.wmf](5)

f

与
[image: image688.wmf]()

f

p

-

的大小。
解析  本题主要考查运用所学知识分析、解决综合性问题的能力，借助数形结合法解决。
解：

[image: image689.wmf]22

22

2

2

21(1)1

()

21(1)

1

(1)

(1)

mxmxmmx

fx

xxx

mmx

x

-

-+---

==

-+-

=-=--

-



[image: image690.wmf]()

fx

的图像可由
[image: image691.wmf]2

()

fxx

-

=

的图像首先作关于
[image: image692.wmf]x

轴的对称变换，然后向右平移1个单位，再向上
[image: image693.wmf](0)

m

³

（或向下
[image: image694.wmf]0

m

<

）平移
[image: image695.wmf]m

个（或
[image: image696.wmf]m

-

）单位而得。
显然图像关于
[image: image697.wmf]1

x

=

对称，且在
[image: image698.wmf](1,)

+¥

上单调递增，从而
[image: image699.wmf]()(2)

ff

pp

-=+

，而
[image: image700.wmf]25,()(2)(5).

fff

ppp

+>\-=+>


例11  已知函数
[image: image701.wmf]2

23

()()

mm

fxxmZ

-++

=Î

为偶函数，且
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（1）求
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的值，并确定
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的解析式；
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上为增函数，求实数
[image: image707.wmf]a

的取值范围。
解析  本题主要考查运用幂函数、指数函数、对数函数、二次函数的知识解决综合性问题的能力，解决这类题目的关键是熟练掌握幂、指、对数函数及二次函数的图像和性质。
解：（1）由
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指数函数
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（2）由（1）知，当
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①当
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，方程组无解。
②当
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时，
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在其定义域内单调递增，要使
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上单调递增，则
[image: image738.wmf]2

()

uxxax

=-

要在
[image: image739.wmf][2,3]

上递增，且
[image: image740.wmf]()0

ux

>

。有
[image: image741.wmf]2

2

2

(2)220

a

ua

ì

£

ï

í

ï

=->

î

，解得
[image: image742.wmf]2

a

<

。

[image: image743.wmf]\

实数
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点评  注意第（2）小题中分类讨论思想的运用及复合函数增减性的判断方法。
问题三  幂函数在实际中的应用

例12  在固定压力表（压力差为常数）下，当气体通过圆形管道时，其流量速率
[image: image746.wmf]R

与管道半径
[image: image747.wmf]r

的四次方成正比。
（1）若气体在半径为
[image: image748.wmf]3

cm

的管道中，流量速率为
[image: image749.wmf]3

400/
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，求该气体通过半径为
[image: image750.wmf]r

的管道时，其流量速率
[image: image751.wmf]R

的表达式；

（2）已知（1）中的气体通过的管道半径为
[image: image752.wmf]5

cm

，计算该气体的流量速率。
解析  读懂题意，转化为数学问题解决。
解：（1）由题意，可设
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；当
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时，
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，则得流量速率
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的表达式为
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；

（2）当
[image: image758.wmf]5
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时，该气体的流量速率为
[image: image759.wmf]43
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点评  本题是物理学科相联系的题目，其题目的思想并不难，由已知流量速率
[image: image760.wmf]R

与管道半径
[image: image761.wmf]r

的四次方成正比，原比例参数是未知的，可以通过待定系数法来求出函数解析式，其他的问题就可迎刃而解。
腾飞教育网 www.tfedu.org
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