第5讲  空间直角坐标系
★知识梳理★
1.右手直角坐标系

①右手直角坐标系的建立规则：
[image: image1.wmf]x

轴、
[image: image2.wmf]y

轴、
[image: image3.wmf]z

轴互相垂直，分别指向右手的拇指、食指、中指；
②已知点的坐标
[image: image4.wmf])
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作点的方法与步骤（路径法）：

沿
[image: image5.wmf]x

轴正方向（
[image: image6.wmf]0

>

x

时）或负方向（
[image: image7.wmf]0
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时）移动
[image: image8.wmf]|
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个单位，再沿
[image: image9.wmf]y

轴正方向（
[image: image10.wmf]0
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时）或负方向（
[image: image11.wmf]0
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时）移动
[image: image12.wmf]|
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个单位，最后沿
[image: image13.wmf]x

轴正方向（
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时）或负方向（
[image: image15.wmf]0
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时）移动
[image: image16.wmf]|
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个单位，即可作出点
③已知点的位置求坐标的方法：

过
[image: image17.wmf]P

作三个平面分别与
[image: image18.wmf]x

轴、
[image: image19.wmf]y

轴、
[image: image20.wmf]z

轴垂直于
[image: image21.wmf]C

B

A

,

,

，点
[image: image22.wmf]C
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在
[image: image23.wmf]x

轴、
[image: image24.wmf]y

轴、
[image: image25.wmf]z

轴的坐标分别是
[image: image26.wmf]c
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，则
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就是点
[image: image28.wmf]P

的坐标

2、在
[image: image29.wmf]x

轴上的点分别可以表示为
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在坐标平面
[image: image31.wmf]xOy

，
[image: image32.wmf]xOz

，
[image: image33.wmf]yOz

内的点分别可以表示为
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3、点
[image: image35.wmf])

,

,

(

c

b

a

P

关于
[image: image36.wmf]x

轴的对称点的坐标为
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点
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关于
[image: image39.wmf]y

轴的对称点的坐标为
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点
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关于
[image: image42.wmf]z

轴的对称点的坐标为
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点
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关于坐标平面
[image: image45.wmf]xOy

的对称点为
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点
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关于坐标平面
[image: image48.wmf]xOz

的对称点为
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点
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关于坐标平面
[image: image51.wmf]yOz

的对称点为
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；
点
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关于原点的对称点
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,

,

(

c

b

a

-

-

-

。

4. 已知空间两点
[image: image55.wmf])
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，则线段
[image: image56.wmf]PQ

的中点坐标为
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5．空间两点间的距离公式

已知空间两点
[image: image58.wmf])
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则两点的距离为
[image: image59.wmf]2
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特殊地,点
[image: image60.wmf])
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到原点
[image: image61.wmf]O

的距离为
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5．以
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为球心,
[image: image64.wmf]r

为半径的球面方程为
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特殊地,以原点为球心,
[image: image66.wmf]r

为半径的球面方程为
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2

2

2

r

z

y

x

=

+

+


★重难点突破★
重点:了解空间直角坐标系，会用空间直角坐标系表示点的位置，会推导和使用空间两点间的距离公式

难点:借助空间想象和通过与平面直角坐标系的类比，认识空间点的对称及坐标间的关系

重难点: 在空间直角坐标系中，点的位置关系及空间两点间的距离公式的使用

1．借助空间几何模型进行想象，理解空间点的位置关系及坐标关系

问题1：点
[image: image68.wmf])
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到
[image: image69.wmf]y

轴的距离为         

[解析]借助长方体来思考，以点
[image: image70.wmf]P

O

,

为长方体对角线的两个顶点，点
[image: image71.wmf])
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到
[image: image72.wmf]y

轴的距离为长方体一条面对角线的长度，其值为
[image: image73.wmf]2
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2．将平面直角坐标系类比到空间直角坐标系

问题2：对于任意实数
[image: image74.wmf],,

xyz

，求
[image: image75.wmf]222222
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的最小值

[解析]在空间直角坐标系中，
[image: image76.wmf]222222

(1)(2)(1)

xyzxyz

+++++-+-

表示空间点
[image: image77.wmf](,,)

xyz

到点
[image: image78.wmf](0,0,0)

的距离与到点
[image: image79.wmf](1,2,1)

-

的距离之和，它的最小值就是点
[image: image80.wmf](0,0,0)

与点
[image: image81.wmf](1,2,1)

-

之间的线段长，所以
[image: image82.wmf]222222

(1)(2)(1)

xyzxyz

+++++-+-

的最小值为
[image: image83.wmf]6

。

3．利用空间两点间的距离公式，可以解决的几类问题

(1)判断两条相交直线是否垂直

(2)判断空间三点是否共线

(3)得到一些简单的空间轨迹方程

★热点考点题型探析★
考点1: 空间直角坐标系
题型1: 认识空间直角坐标系
[例1 ]（1）在空间直角坐标系中，
[image: image84.wmf]ya

=

表示            （     ）                                         

A．
[image: image85.wmf]y

轴上的点                 B．过
[image: image86.wmf]y

轴的平面        

  C．垂直于
[image: image87.wmf]y

轴的平面           D．平行于
[image: image88.wmf]y

轴的直线

（2）在空间直角坐标系中，方程
[image: image89.wmf]x
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表示

A．在坐标平面
[image: image90.wmf]xOy

中，1，3象限的平分线     B．平行于
[image: image91.wmf]z

轴的一条直线 

  C．经过
[image: image92.wmf]z

轴的一个平面                      D．平行于
[image: image93.wmf]z

轴的一个平面

【解题思路】认识空间直角坐标系,可以类比平面直角坐标系,如在平面直角坐标系坐标系中, 方程
[image: image94.wmf]1
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x

表示所有横坐标为1的点的集合
 [解析]（1）
[image: image95.wmf]ya

=

表示所有在
[image: image96.wmf]y

轴上的投影是点
[image: image97.wmf])
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的点的集合，所以
[image: image98.wmf]ya
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表示经过点
[image: image99.wmf])
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且垂直于
[image: image100.wmf]y

轴的平面   

（2）方程
[image: image101.wmf]x
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表示在任何一个垂直于
[image: image102.wmf]z

轴的一个平面内，1，3象限的平分线组成的集合

【名师指引】(1)类比平面直角坐标系,可以帮助我们认识空间直角坐标系

           (2)要从满足某些特殊条件的点的坐标特征去思考问题。如：
经过点
[image: image103.wmf])
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且垂直于
[image: image104.wmf]x

轴的平面上的点都可表示为
[image: image105.wmf])
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题型2: 空间中点坐标公式与点的对称问题
[例2 ] 点
[image: image106.wmf])
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关于
[image: image107.wmf]z

轴的对称点为
[image: image108.wmf]1
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，点
[image: image109.wmf]1
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关于平面
[image: image110.wmf]xOy

的对称点为
[image: image111.wmf]2

P

，则
[image: image112.wmf]2

P

的坐标为            
【解题思路】类比平面直角坐标系中的对称关系，得到空间直角坐标系中的对称关系

[解析]因点
[image: image113.wmf]P

和
[image: image114.wmf]1

P

关于
[image: image115.wmf]z

轴对称, 所以点
[image: image116.wmf]P

和
[image: image117.wmf]1

P

的竖坐标相同,且在平面
[image: image118.wmf]xOy

的射影关于原点对称,故点
[image: image119.wmf]1
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的坐标为
[image: image120.wmf])

,

,

(

c

b

a

-

-

,

又因点
[image: image121.wmf]1

P

和
[image: image122.wmf]2
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关于平面
[image: image123.wmf]xOy

对称, 所以点
[image: image124.wmf]2
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坐标为
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【名师指引】解决空间点的对称问题,一要借助空间想象,二要从它们在坐标平面的射影找关系,如借助空间想象,在例2中可以直接得出点
[image: image126.wmf]2
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为点
[image: image127.wmf])
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关于原点的对称点,故坐标为
[image: image128.wmf])
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【新题导练】

1．已知正四棱柱
[image: image129.wmf]1111

ABCDABCD

-

的顶点坐标分别为
[image: image130.wmf](0,0,0),(2,0,0),(0,2,0)

ABD

，
[image: image131.wmf]1

(0,0,5)

A

，则
[image: image132.wmf]1

C

的坐标为                       。
[解析]正四棱柱
[image: image133.wmf]1111

ABCDABCD

-

过点A的三条棱恰好是坐标轴，


[image: image134.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.wmf]1

C

的坐标为（2，2，5）
2．平行四边形
[image: image136.wmf]ABCD

的两个顶点的的坐标为
[image: image137.wmf])
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，对角线的交点为
[image: image138.wmf])
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M

，则顶点C的坐标为         , 顶点D的坐标为             
[解析]由已知得线段
[image: image139.wmf]AC

的中点为
[image: image140.wmf]M

,线段
[image: image141.wmf]BD

的中点也是
[image: image142.wmf]M

,由中点坐标公式易得


[image: image143.wmf])
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[image: image144.wmf])
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3．已知
[image: image145.wmf](4,3,1)

M

-

，记
[image: image146.wmf]M

到
[image: image147.wmf]x

轴的距离为
[image: image148.wmf]a

，
[image: image149.wmf]M

到
[image: image150.wmf]y

轴的距离为
[image: image151.wmf]b

，
[image: image152.wmf]M

到
[image: image153.wmf]z

轴的距离为
[image: image154.wmf]c

，则（   ）
A．
[image: image155.wmf]abc

>>

      B．
[image: image156.wmf]cba

>>

        C．
[image: image157.wmf]cab

>>

         D．
[image: image158.wmf]bca

>>


[解析]借助长方体来思考, 
[image: image159.wmf]a

、
[image: image160.wmf]b

、
[image: image161.wmf]c

分别是三条面对角线的长度。
[image: image162.wmf]5
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考点2：空间两点间的距离公式

题型：利用空间两点间的距离公式解决有关问题

[例3 ] 如图：已知点
[image: image163.wmf](1,1,0)

A

，对于
[image: image164.wmf]Oz

轴正半轴上任意一点
[image: image165.wmf]P

，在
[image: image166.wmf]Oy

轴上是否存在一点
[image: image167.wmf]B

，使得
[image: image168.wmf]PAAB

^

恒成立？若存在，求出
[image: image169.wmf]B

点的坐标；若不存在，说明理由。

【解题思路】转化为距离问题，即证明
[image: image170.wmf]2
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[解析]设 
[image: image171.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image172.wmf])
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，

对于
[image: image173.wmf]Oz

轴正半轴上任意一点
[image: image174.wmf]P

，假设在
[image: image175.wmf]Oy

轴上存在一点
[image: image176.wmf]B

，使得
[image: image177.wmf]PAAB

^

恒成立，

则
[image: image178.wmf]2
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[image: image179.wmf]2
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即
[image: image180.wmf]2
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，解得：
[image: image181.wmf]2
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所以存在这样的点
[image: image182.wmf]B

，当点
[image: image183.wmf]B

为
[image: image184.wmf](0,2,0)

时，
[image: image185.wmf]PAAB

^

恒成立

【名师指引】在空间直角坐标系中，利用距离可以证明垂直问题。此外，用距离还可以解决空间三点共线问题和求简单的点的轨迹。
【新题导练】

4．已知
[image: image186.wmf](,5,21),(1,2,2)

AxxxBxx

--+-

，当
[image: image187.wmf],

AB

两点间距离取得最小值时，
[image: image188.wmf]x

的值为 （ ）  

A．19              B．
[image: image189.wmf]8

7
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               C．
[image: image190.wmf]8

7

               D．
[image: image191.wmf]19
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[解析]
[image: image192.wmf]7
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当
[image: image193.wmf]=

x


[image: image194.wmf]8

7

时，
[image: image195.wmf]|

|

AB

取得最小值
5．已知球面
[image: image196.wmf]222

(1)(2)(3)9

xyz

-+++-=

，与点
[image: image197.wmf](3,2,5)

A

-

，则球面上的点与点
[image: image198.wmf]A

距离的最大值与最小值分别是                         。

[解析]球心
[image: image199.wmf]6

),

3

,
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AC

C

，球面上的点与点
[image: image200.wmf]A

距离的最大值与最小值分别是9和3

6．已知三点
[image: image201.wmf](1,1,2),(1,2,1),(,0,3)

ABCa

--

，是否存在实数
[image: image202.wmf]a

，使A、B、C共线？若存在，求出
[image: image203.wmf]a

的值；若不存在，说明理由。

[解析] 
[image: image204.wmf]222

(11)(12)(21)14

AB

=--+-++=

，


[image: image205.wmf]2222

(1)(10)(23)(1)2

ACaa

=--+-+-=++

，


[image: image206.wmf]2222

(1)(20)(13)(1)20

BCaa

=-+-+--=-+

，

因为
[image: image207.wmf]BCAB

>

，所以，若
[image: image208.wmf],,

ABC

三点共线，有
[image: image209.wmf]BCACAB

=+

或
[image: image210.wmf]ACBCAB

=+

，

若
[image: image211.wmf]BCACAB

=+

，整理得：
[image: image212.wmf]2

518190

aa

++=

，此方程无解；

若
[image: image213.wmf]ACBCAB

=+

，整理得：
[image: image214.wmf]2

518190

aa

++=

，此方程也无解。

所以不存在实数
[image: image215.wmf]a

，使A、B、C共线。

★抢分频道★
基础巩固训练

1．将空间直角坐标系(右手系)画在纸上时，我们通常将
[image: image216.wmf]x

轴与
[image: image217.wmf]y

轴，
[image: image218.wmf]x

轴与
[image: image219.wmf]z

轴所成的角画成（ ）

A．
[image: image220.wmf]0

90



 EMBED Equation.3  [image: image221.wmf]  B．
[image: image222.wmf]0

135

    C．
[image: image223.wmf]0

45

    D．
[image: image224.wmf]0

75


解析：选B

2. 点
[image: image225.wmf](3,4,5)

P

在
[image: image226.wmf]yoz

平面上的投影点
[image: image227.wmf]1

P

的坐标是                          （   ）

A．
[image: image228.wmf](3,0,0)

        B．
[image: image229.wmf](0,4,5)

          C．
[image: image230.wmf](3,0,5)

          D． 
[image: image231.wmf](3,4,0)


解析：两点的纵坐标、竖坐标不变，选B

3. 三棱锥
[image: image232.wmf]ABC

O

-

中，
[image: image233.wmf])
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此三棱锥的体积为（  ）
A．1            B．2             C．3               D． 6
[解析] 
[image: image234.wmf]OC

OB

OA

,

,

两两垂直，
[image: image235.wmf]1
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4．（2007山东济宁模拟）设点B是点A(2,-3,5)关于平面
[image: image236.wmf]xOy

的对称点，则|AB|等于(  )

A．10            B．
[image: image237.wmf]10

               C．
[image: image238.wmf]38

               D．38 

[解析] A

点A(2,-3,5)关于平面
[image: image239.wmf]xOy

的对称点为
[image: image240.wmf])
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5．（2007年湛江模拟）点
[image: image242.wmf])

3

,

2

,

1

(

P

关于
[image: image243.wmf]y

轴的对称点为
[image: image244.wmf]1

P

， 
[image: image245.wmf]P

关于平面
[image: image246.wmf]xOz

的对称点为
[image: image247.wmf]2

P

，则
[image: image248.wmf]|

|

2

1

P

P

=             
[解析] 
[image: image249.wmf])
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，
[image: image250.wmf])
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P

，
[image: image251.wmf]56
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6．正方体不在同一表面上的两顶点P（-1，2，-1），Q（3，-2，3），则正方体的体积是
[解析] 
[image: image252.wmf]Q

P

,

Q

不共面，
[image: image253.wmf]PQ

\

为正方体的一条对角线，
[image: image254.wmf]3

4

=

PQ

，正方体的棱长为4，体积为64  

综合提高训练

7．空间直角坐标系中，到坐标平面
[image: image255.wmf]xOy

，
[image: image256.wmf]xOz

，
[image: image257.wmf]yOz

的距离分别为2，2，3的点有

A.1个   B.2个    C.4个  D.8个

解析：8个。分别为（3，2，2）、（3，2，-2）、（3，-2，2）、（3，-2，-2）、（-3，2，2）、（-3，2，-2）、（-3，-2，2）、（-3，-2，-2）

8．（2007山东昌乐模拟）三角形
[image: image258.wmf]ABC

的三个顶点的坐标为
[image: image259.wmf])
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A

，则
[image: image260.wmf]ABC

D

的形状为（  ）
A．正三角形        B．锐角三角形        C．直角三角形        D．钝角三角形

[解析] C
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[image: image264.wmf]2
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9．(2008年佛冈一中模拟)已知空间直角坐标系
[image: image265.wmf]xyz

O

-

中有一点
[image: image266.wmf])
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1
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1
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-

-

A

，点
[image: image267.wmf]B

是平面
[image: image268.wmf]xOy

内的直线
[image: image269.wmf]1

=

+

y

x

上的动点，则
[image: image270.wmf]B

A

,

两点的最短距离是（  ）

A．
[image: image271.wmf]6

          B．
[image: image272.wmf]2

34

               C．3               D． 
[image: image273.wmf]2

17


[解析]因为点B在
[image: image274.wmf]xoy

平面内的直线
[image: image275.wmf]1

xy

+=

上，故可设点B为
[image: image276.wmf](,1,0)

xx

-+

，

所以
[image: image277.wmf]2

17

)

2

1

(

2

9

2

2

)

2

0

(

)

2

(

)

1

(

2

2

2

2

2

+

-

=

+

-

=

-

+

+

-

+

+

=

x

x

x

x

x

AB

，

所以当
[image: image278.wmf]2

1

时，AB取得最小值
[image: image279.wmf]2

34

，此时点B为
[image: image280.wmf])

0
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2

1

,

2

1

(

。

10．如图，以棱长为
[image: image281.wmf]a

的正方体的三条棱为坐标轴，建立空间直角坐标系
[image: image282.wmf]Oxyz

-

，点
[image: image283.wmf]P

在正方体的对角线
[image: image284.wmf]AB

上，点
[image: image285.wmf]Q

在正方体的棱
[image: image286.wmf]CD

上。

（1）当点
[image: image287.wmf]P

为对角线
[image: image288.wmf]AB

的中点，点
[image: image289.wmf]Q

在棱
[image: image290.wmf]CD

上运动时，

探究
[image: image291.wmf]PQ

的最小值；

（2）当点
[image: image292.wmf]P

在对角线
[image: image293.wmf]AB

上运动，点
[image: image294.wmf]Q

为棱
[image: image295.wmf]CD

的中点时，

探究
[image: image296.wmf]PQ

的最小值；

 [解析]由已知
[image: image297.wmf](,,0),(0,,0),(0,,),(0,0,)

AaaCaDaaBa

，

（1）当点
[image: image298.wmf]P

为对角线
[image: image299.wmf]AB

的中点时，点
[image: image300.wmf]P

坐标为
[image: image301.wmf](,,)

222

aaa

，

设
[image: image302.wmf](0,,)

Qaz

，则
[image: image303.wmf]2
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PQz

=-+

，

当
[image: image304.wmf]2

a

z

=

时，
[image: image305.wmf]PQ

取到最小值为
[image: image306.wmf]2

2

a

，此时
[image: image307.wmf]Q

为
[image: image308.wmf]CD

的中点。

（2）当点
[image: image309.wmf]Q

为棱
[image: image310.wmf]CD

的中点时，点
[image: image311.wmf]Q

的坐标为
[image: image312.wmf](0,,)

2

a

a

，设
[image: image313.wmf]:

APABk

=

，则
[image: image314.wmf](1)

P

xak

=-

，


[image: image315.wmf](1)

P

yak

=-

，
[image: image316.wmf]P

zak

=

，所以
[image: image317.wmf]P

点的坐标为
[image: image318.wmf]((1),(1),)

akakak

--

，

所以
[image: image319.wmf]2

22

1
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22
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PQak

=-+

，当
[image: image320.wmf]1

2

k

=

，即
[image: image321.wmf]P

为
[image: image322.wmf]AB

的中点时，
[image: image323.wmf]PQ

取到最小值
[image: image324.wmf]2
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a
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