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高考数学二面角专题训练

1.（06安徽卷）如图，P是边长为1的正六边形ABCDEF所在平面外一点，
[image: image971.png]


，P在平面ABC内的射影为BF的中点O。

（Ⅰ）证明
[image: image2.wmf]PA

⊥
[image: image3.wmf]BF

；

（Ⅱ）求面
[image: image4.wmf]APB

与面
[image: image5.wmf]DPB

所成二面角的大小。

解：（Ⅰ）在正六边形ABCDEF中，
[image: image6.wmf]ABF

V

为等腰三角形，

∵P在平面ABC内的射影为O，∴PO⊥平面ABF，∴AO为PA在平面ABF内的射影；∵O为BF中点，∴AO⊥BF，∴PA⊥BF。

（Ⅱ）∵PO⊥平面ABF，∴平面PBF⊥平面ABC；而O为BF中点，ABCDEF是正六边形 ，∴A、O、D共线，且直线AD⊥BF，则AD⊥平面PBF；又∵正六边形ABCDEF的边长为1，∴
[image: image7.wmf]1

2

AO

=

，
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过O在平面POB内作OH⊥PB于H，连AH、DH，则AH⊥PB，DH⊥PB，所以
[image: image10.wmf]AHD
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为所求二面角平面角。

在
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中，OH=
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在
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中，
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而
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（Ⅱ）以O为坐标原点，建立空间直角坐标系，P(0,0，1)，A(0，
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设平面PAB的法向量为
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设平面PDB的法向量为
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，则
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2. （06北京卷）如图，在底面为平行四边表的四棱锥
[image: image34.wmf]PABCD
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中，
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，
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平面
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，且
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，点
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是
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的中点.
[image: image1.wmf]1

PA

=

（Ⅰ）求证：
[image: image41.wmf]ACPB
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（Ⅱ）求证：
[image: image42.wmf]//

PB

平面
[image: image43.wmf]AEC
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（Ⅲ）求二面角
[image: image44.wmf]EACB
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的大小.

解法一：

（Ⅰ）
[image: image45.wmf]Q

PA
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平面ABCD，
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AB是PB在平面ABCD上得射影，

又
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（Ⅱ）连接BD，与AC相交与O，连接EO，


[image: image53.wmf]Q

ABCD是平行四边形
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O是BD的中点

又E是PD的中点，
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EO
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又PB
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（Ⅲ）取BC中点G，连接OG，则点G的坐标为
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[image: image67.wmf]EOG
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是二面角
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的平面角。
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[image: image71.wmf]\

二面角
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的大小为
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[image: image897.png]3. （06广东）如图5所示，
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分别世
[image: image76.wmf]O

e

、
[image: image77.wmf]1

O

e

的直径，
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与两圆所在的平面均垂直，
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(I)求二面角
[image: image84.wmf]BADF
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的大小；

(II)求直线
[image: image85.wmf]BD

与
[image: image86.wmf]EF

所成的角.

解：(Ⅰ)∵AD与两圆所在的平面均垂直,

∴AD⊥AB,AD⊥AF,故∠BAD是二面角B—AD—F的平面角，

依题意可知，ABCD是正方形，所以∠BAD＝450.

即二面角B—AD—F的大小为450；

(Ⅱ)以O为原点，BC、AF、OE所在直线为坐标轴，建立空间直角坐标系（如图所示），则O（0，0，0），A（0，
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所以，
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设异面直线BD与EF所成角为
[image: image93.wmf]a

，则
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直线BD与EF所成的角为
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4. （06湖北卷）如图，已知正三棱柱
[image: image96.wmf]111

ABCABC
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的侧棱长和底面边长为1，
[image: image97.wmf]M

是底面
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边上的中点，
[image: image99.wmf]N

是侧棱
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（Ⅰ）求二面角
[image: image102.wmf]1
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的平面角的余弦值；

（Ⅱ）求点
[image: image103.wmf]1

B

到平面
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的距离。

解法1：（Ⅰ）因为M是底面BC边上的中点，所以AM
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BC，又AM
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image110.wmf]1
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[image: image114.wmf]Ð



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image115.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image125.wmf]1
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。故所求二面角
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（Ⅱ）过
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image136.wmf]1

B
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平面AMN，故
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解法2：（Ⅰ）建立如图所示的空间直角坐标系，则
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故所求二面角
[image: image161.wmf]1
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—AM—N的平面角的余弦值为
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（Ⅱ）设n=(x,y,z)为平面AMN的一个法向量，则由
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 故可取
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所以
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5. （06江苏卷）在正三角形ABC中，E、F、P分别是AB、AC、BC边上的点，满足AE:EB＝CF:FA＝CP:PB＝1:2（如图1）。将△AEF沿EF折起到
[image: image170.wmf]EF

A

1

D

的位置，使二面角A1－EF－B成直二面角，连结A1B、A1P（如图2）

（Ⅰ）求证：A1E⊥平面BEP；

（Ⅱ）求直线A1E与平面A1BP所成角的大小；

[image: image902.wmf]D

（Ⅲ）求二面角B－A1P－F的大小（用反三角函数表示）

[考点分析：本题主要考查线面垂直、直线和平面所成的角、二面角等基础知识，以及空间线面位置关系的证明、角和距离的计算等，考查空间想象能力、逻辑推理能力和运算能力]

[解]不妨设正三角形的边长为3，则

（I）在图1中，取BE的中点D，连结DF，

∵AE∶EB=CF∶FA=1∶2，∴AF=AD=2，而∠A=60o，∴△ADF为正三角形。

又AE=DE=1，∴EF⊥AD。
在图2中，A1E⊥EF，BE⊥EF，∴∠A1EB为二面角A1－EF－B的一个平面角，

由题设条件知此二面角为直二面角，∴A1E⊥BE。

又BE
[image: image171.wmf]I

EF=E，∴A1E⊥面BEF，即A1E⊥面BEP。

（II）在图2中，∵A1E不垂直于A1B，∴A1E是面A1BP的斜线，又A1E⊥面BEP，∴A1E⊥BP，∴BP垂直于A1E在面A1BP内的射影（三垂线定理的逆定理）

设A1E在面A1BP内的射影为A1Q，且A1Q交BP于Q，

则∠EA1Q就是A1E与面A1BP所成的角，且BP⊥A1Q。

在△EBP中，∵BE=BP=2，∠EBP=60o，∴△EBP为正三角形，∴BE=EP。

又A1E⊥面BEP，∴A1B=A1P，∴Q为BP的中点，且EQ=
[image: image172.wmf]3

，而A1E=1，

∴在Rt△A1EQ中，
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，即直线A1E与面A1BP所成角为60o。

（III）在图3中，过F作FM于M，连结QM、QF。

∵CF=CP=1，∠C=60o，∴△FCP为正三角形，故PF=1，

又PQ=
[image: image174.wmf]2
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BP=1，∴PF=PQ……①

∵A1E⊥面BEP，EQ=EF=
[image: image175.wmf]3

，∴A1F=A1Q，[image: image903.wmf]F


∴△A1FP
[image: image176.wmf]@

△A1QP，故∠A1PF=∠A1PQ……②

由①②及MP为公共边知△FMP
[image: image177.wmf]@

△QMP，故∠QMP=∠FMP=90o，且MF=MQ，

∴∠FMQ为二面角B－A1P－F的一个平面角。

在Rt△A1QP中，A1Q=A1F=2，PQ=1，∴A1P=
[image: image178.wmf]5

，

∵MQ⊥A1P，∴MQ=
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 EMBED Equation.3  [image: image180.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image181.wmf]5
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，∴MF=
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在△FCQ中，FC=1，QC=2，∠C=60o，由余弦定理得QF=
[image: image183.wmf]3

，

在△FMQ中，
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∴二面角B－A1P－F的的大小为
[image: image185.wmf]8
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[注]此题还可以用向量法来解。（略）

6. （06江西卷）如图，在三棱锥A－BCD中，侧面ABD、ACD

是全等的直角三角形，AD是公共的斜边，

且AD＝
[image: image186.wmf]3

，BD＝CD＝1，另一个侧面是正三角形

(1)求证：AD(BC

(2)求二面角B－AC－D的大小

(3)在直线AC上是否存在一点E，使ED与面BCD

成30(角？若存在，确定E的位置；若不存在，说明理由。

20、解法一：

(1)方法一：作AH(面BCD于H，连DH。[image: image904.wmf]C


AB(BD(HB(BD，又AD＝
[image: image187.wmf]3

，BD＝1

(AB＝
[image: image188.wmf]2

＝BC＝AC  (BD(DC

又BD＝CD，则BHCD是正方形，则DH(BC(AD(BC

方法二：取BC的中点O，连AO、DO

则有AO(BC，DO(BC，(BC(面AOD

(BC(AD

(2)作BM(AC于M，作MN(AC交AD于N，则(BMN就是二面角B－AC－D的平面角，因为AB＝AC＝BC＝
[image: image189.wmf]2

(M是AC的中点，且MN((CD，则BM＝
[image: image190.wmf]6
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，MN＝
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[image: image194.wmf]3

2

，由余弦定理可求得cos(BMN＝
[image: image195.wmf]6

3


((BMN＝arccos
[image: image196.wmf]6

3


(3)设E是所求的点，作EF(CH于F，连FD。则EF((AH，(EF(面BCD，(EDF就是ED与面BCD所成的角，则(EDF＝30(。设EF＝x，易得AH＝HC＝1，则CF＝x，FD＝
[image: image197.wmf]2
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，(tan(EDF＝
[image: image198.wmf]EF

FD
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x
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[image: image200.wmf]3
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[image: image201.wmf]2

2

，则CE＝
[image: image202.wmf]2

x＝1

故线段AC上存在E点，且CE＝1时，ED与面BCD成30(角。

解法二：此题也可用空间向量求解，解答略

7. （06江西文）如图，在长方体ABCD—A1B1C1D1，中，AD=AA1=1，AB=2，点E在棱AB上移动.

（1）证明：D1E⊥A1D;

（2）当E为AB的中点时，求点E到面ACD1的距离；

[image: image905.wmf]B

（3）AE等于何值时，二面角D1—EC－D的大小为
[image: image203.wmf]4

p

.

解法（一）

（1）证明：∵AE⊥平面AA1DD1，A1D⊥AD1，∴D1E⊥A1D

（2）设点E到面ACD1的距离为h，在△ACD1中，AC=CD1=
[image: image204.wmf]5

，AD1=
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，

故
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（3）过D作DH⊥CE于H，连D1H、DE，则D1H⊥CE，

∴∠DHD1为二面角D1—EC—D的平面角.

设AE=x，则BE=2－x
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解法（二）：以D为坐标原点，直线DA，DC，DD1分别为x,y,z轴，建立空间直角坐标系，设AE=x，则A1（1，0，1），D1（0，0，1），E（1，x，0），A（1，0，0）C（0，2，0）

（1）
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（2）因为E为AB的中点，则
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（3）设平面D1EC的法向量
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依题意
[image: image224.wmf].
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时，二面角D1—EC—D的大小为
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8．（06全国II卷）如图，在直三棱柱
[image: image229.wmf]111

ABCABC

-

中，
[image: image230.wmf],

ABBCD

=

、
[image: image231.wmf]E

分别为
[image: image232.wmf]1

BB

、
[image: image233.wmf]1

AC

的中点。

[image: image906.wmf]A

（I）证明：ED为异面直线
[image: image234.wmf]1

BB

与
[image: image235.wmf]1

AC

的公垂线；

（II）设
[image: image236.wmf]1

2,

AAACAB

==

求二面角
[image: image237.wmf]11

AADC
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的大小。

解法一：

[image: image907.png]


（Ⅰ）设O为AC中点，连接EO，BO，则EOEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))

EQ \f(1,2)C1C，又C1CEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))B1B，所以EOEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))DB，EOBD为平行四边形，ED∥OB．     ……2分

∵AB＝BC，∴BO⊥AC，

又平面ABC⊥平面ACC1A1，BO(面ABC，故BO⊥平面ACC1A1，

∴ED⊥平面ACC1A1，BD⊥AC1，ED⊥CC1，

∴ED⊥BB1，ED为异面直线AC1与BB1的公垂线．……6分

（Ⅱ）连接A1E，由AA1＝AC＝EQ \r(,2)AB可知，A1ACC1为正方形，

∴A1E⊥AC1，又由ED⊥平面ACC1A1和ED(平面ADC1知平面

ADC1⊥平面A1ACC1，∴A1E⊥平面ADC1．作EF⊥AD，垂足为F，连接A1F，则A1F⊥AD，∠A1FE为二面角A1－AD－C1的平面角．

不妨设AA1＝2，则AC＝2，AB＝EQ \r(,2)ED＝OB＝1，EF＝EQ \f(AE×ED,AD)＝EQ \f(\r(,2),\r(,3))，

tan∠A1FE＝EQ \r(,3)，∴∠A1FE＝60°．

所以二面角A1－AD－C1为60°．          ………12分

解法二：

（Ⅰ）如图，建立直角坐标系O－xyz，其中原点O为AC的中点．

设A(a，0，0)，B(0，b，0)，B1(0，b，2c)．

则C(－a，0，0)，C1(－a，0，2c)，E(0，0，c)，D(0，b，c)．   ……3分

[image: image908.png]


EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝（0，b，0），EQ \O(BB\S\do(1),\S\UP8(→))＝(0，0，2c)．

EQ \O(ED,\S\UP8(→))·EQ \O(BB\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，∴ED⊥BB1．

又EQ \O(AC\S\do(1),\S\UP8(→))＝(－2a，0，2c)，

EQ \O(ED,\S\UP8(→))·EQ \O(AC\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，∴ED⊥AC1，    ……6分

所以ED是异面直线BB1与AC1的公垂线．

（Ⅱ）不妨设A(1，0，0)，则B(0，1，0)，C(－1，0，0)，A1(1，0，2)，

EQ \O(BC,\S\UP8(→))＝(－1，－1，0)，EQ \O(AB,\S\UP8(→))＝(－1，1，0)，EQ \O(AA\S\do(1),\S\UP8(→))＝(0，0，2)，

EQ \O(BC,\S\UP8(→))·EQ \O(AB,\S\UP8(→))＝0，EQ \O(BC,\S\UP8(→))·EQ \O(AA\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，即BC⊥AB，BC⊥AA1，又AB∩AA1＝A，

∴BC⊥平面A1AD．

又　　E(0，0，1)，D(0，1，1)，C(－1，0，1)，

EQ \O(EC,\S\UP8(→))＝(－1，0，－1)，EQ \O(AE,\S\UP8(→))＝(－1，0，1)，EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝(0，1，0)，

EQ \O(EC,\S\UP8(→))·EQ \O(AE,\S\UP8(→))＝0，EQ \O(EC,\S\UP8(→))·EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝0，即EC⊥AE，EC⊥ED，又AE∩ED＝E，

∴　　EC⊥面C1AD．　　……10分

cos＜EQ \O(EC,\S\UP8(→))，EQ \O(BC,\S\UP8(→))＞＝ \O(EC,\S\UP8(→))EQ \f(·EQ \O(BC,\S\UP8(→)),|EQ \O(EC,\S\UP8(→))|·|EQ \O(BC,\S\UP8(→))|)
＝EQ \f(1,2)，即得EQ \O(EC,\S\UP8(→))和EQ \O(BC,\S\UP8(→))的夹角为60°．

所以二面角A1－AD－C1为60°．          ………12分

9．（06山东卷）[image: image909.png]


如图，已知平面
[image: image238.wmf]111

ABC

平行于三棱锥
[image: image239.wmf]VABC
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的底面ABC，等边△
[image: image240.wmf]1

ABC

所在的平面与底面ABC垂直，且∠ACB=90°，设
[image: image241.wmf]2,

ACaBCa

==


（1）求证直线
[image: image242.wmf]11

BC

是异面直线
[image: image243.wmf]1

AB

与
[image: image244.wmf]11

AC

的公垂线；

（2）求点A到平面VBC的距离；

（3）求二面角
[image: image245.wmf]AVBC

--

的大小。

解法1：

（Ⅰ）证明：∵平面
[image: image246.wmf]
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又∵平面
[image: image252.wmf]1
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⊥平面
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，平面
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[image: image255.wmf]ABCAC

=

，

∴
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（Ⅱ）解法1：过A作
[image: image265.wmf]1
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  ∵△
[image: image266.wmf]1

ABC

为正三角形，

∴D为
[image: image267.wmf]1
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的中点.

∵BC⊥平面
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∴
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又
[image: image270.wmf]1
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∴AD⊥平面
[image: image271.wmf]VBC

，

∴线段AD的长即为点A到平面
[image: image272.wmf]VBC

的距离.

在正△
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中，
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∴点A到平面
[image: image275.wmf]VBC

的距离为
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解法2：取AC中点O连结
[image: image277.wmf]1
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，则
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由（Ⅰ）知
[image: image282.wmf]1
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，设A到平面
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所以，
[image: image292.wmf]A

到平面
[image: image293.wmf]VBC

的距离为
[image: image294.wmf]3

a

.

(III)过
[image: image295.wmf]D

点作
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于
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[image: image298.wmf]AH
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是二面角
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的平面角。
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所以，二面角
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的大小为arctan
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解法二：

取
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中点
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取
[image: image317.wmf]O

为空间直角坐标系的原点，
[image: image318.wmf]1

,,

OEOCOB

所在直线分别为
[image: image319.wmf]x

轴，
[image: image320.wmf]y

轴，
[image: image321.wmf]z

轴建立如图所示的空间直角坐标系。则
[image: image322.wmf]1

(0,,0),(,,0),(0,,0),(0,0,3)

AaBaaCaBa

-

。

（I）
[image: image323.wmf](,0,0)

BCa

=-

uuur

Q

，
[image: image324.wmf]1

(0,,3)

ABaa

=

uuur

，


[image: image325.wmf]1

(,0,0)(0,,3)0

BCABaaa

\×=-×=

uuuruuur

，


[image: image326.wmf]1

BCAB

\^

uuuruuur

。


[image: image327.wmf]1

BCAB

\^


    又
[image: image328.wmf]11111

//,

BCBCBCAB

^

Q


由已知
[image: image329.wmf]11

,//

BCACACAC

^

。


[image: image330.wmf]11

BCAC

\^

，

而
[image: image331.wmf]111111

//,

BCBCBCAC

\^

。

又
[image: image332.wmf]111

,

BCAB

与



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image333.wmf]11

AC

显然相交，


[image: image334.wmf]11

BC

\

是
[image: image335.wmf]111

ABAC

与

的公垂线。

（II）设平面
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取
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到平面
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所以，A到平面VBC的距离为
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（III）设平面
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二面角
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所以，二面角
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的大小为
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10．（06山东卷文）如图，已知四棱锥P-ABCD的底面ABCD为等腰梯形，
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解法一：
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（Ⅰ）过
[image: image384.wmf]D

做
[image: image385.wmf]//

DEBC

交于
[image: image386.wmf]AB

于
[image: image387.wmf]E

，连结
[image: image388.wmf]PE

，则
[image: image389.wmf]PDE

Ð

或其补角为异面直线
[image: image390.wmf]PD

与
[image: image391.wmf]BC

所成的角，


[image: image392.wmf]Q

四边形
[image: image393.wmf]ABCD

是等腰梯形，


[image: image394.wmf]1,2,

OCODOBOAOAOB

\====^



[image: image395.wmf]5,22,2

BCABCD

\===


又
[image: image396.wmf]//

ABDC



[image: image397.wmf]\

四边形
[image: image398.wmf]EBCD

是平行四边形。


[image: image399.wmf]5,2

EDBCBECD

\====



[image: image400.wmf]E

\

是
[image: image401.wmf]AB

的中点，且
[image: image402.wmf]2

AE

=


又
[image: image403.wmf]6

PAPB

==

，


[image: image404.wmf]PEA

\D

为直角三角形，


[image: image405.wmf]22

622

PEPAAE

\=-=-=


在
[image: image406.wmf]PED

D

中，由余弦定理得


[image: image407.wmf]222

354215

cos

215

235

PDDEPE

PDE

PDDE

+-+-

Ð===

×

××


故异面直线PD与
[image: image408.wmf]BC

所成的角的余弦值为
[image: image409.wmf]215

15


（Ⅱ）连结
[image: image410.wmf]OE

，由（Ⅰ）及三垂线定理知，
[image: image411.wmf]PEO

Ð

为二面角
[image: image412.wmf]PABC

--

的平面角


[image: image413.wmf]2

sin

2

PO

PEO

PE

\Ð==

，


[image: image414.wmf]0

45

PEO

\Ð=



[image: image415.wmf]\

二面角
[image: image416.wmf]PABC

--

的大小为
[image: image417.wmf]0

45


（Ⅲ）连结
[image: image418.wmf],,

MDMBMO

，


[image: image419.wmf]PC

^

Q

平面
[image: image420.wmf],

BMDOM

Ì

平面
[image: image421.wmf]BMD

，


[image: image422.wmf]PCOM

^

Q


又在
[image: image423.wmf]RtPOC

D

中，


[image: image424.wmf]3,1,2

PCPDOCPO

====

，


[image: image425.wmf]233

,

33

PMMC

\==

，


[image: image426.wmf]2

PM

MC

\=


故
[image: image427.wmf]2

l

=

时，
[image: image428.wmf]PC

^

平面
[image: image429.wmf]BMD


解法二：

 
[image: image430.wmf]PO

^

Q

平面
[image: image431.wmf]ABCD


 
[image: image432.wmf]POBD

\^


又
[image: image433.wmf]PBPD

^

，
[image: image434.wmf]2,2

BOPO

==

，

由平面几何知识得：


[image: image435.wmf]1,2

ODOCBOAO

====


以
[image: image436.wmf]O

为原点，
[image: image437.wmf],,

OAOBOP

分别为
[image: image438.wmf],,

xyz

轴建立如图所示的空间直角坐标系，则各点坐标为
[image: image439.wmf](0,0,0)

O

，
[image: image440.wmf](2,0,0)

A

，
[image: image441.wmf](0,2,0)

B

，
[image: image442.wmf](1,0,0)

C

-

，
[image: image443.wmf](0,1,0)

D

-

，
[image: image444.wmf](0,0,2)

P


[image: image916.wmf]C

（Ⅰ）
[image: image445.wmf](0,1,2)

PD

=--

uuur

Q

，

       
[image: image446.wmf](1,2,0)

BC

=--

uuur

，


[image: image447.wmf]3,5,2

PDBCPDBC

\==×=

uuuruuuruuuruuur

。


[image: image448.wmf]cos,

PDBC

PDBC

PDBC

×

\<>=

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image449.wmf]215

15

=

。

故直线
[image: image450.wmf]PD

与
[image: image451.wmf]BC

所成的角的余弦值为
[image: image452.wmf]215

15


（Ⅱ）设平面
[image: image453.wmf]PAB

的一个法向量为
[image: image454.wmf](,,)

nxyz

=

，

由于
[image: image455.wmf](2,2,0)

AB

=-

uuur

，
[image: image456.wmf](2,0,2)

AP

=-

uuur

，

由
[image: image457.wmf]0

0

nAB

nAP

ì

×=

ï

í

×=

ï

î

uuur

uuur

   得  
[image: image458.wmf]2

xy

zx

ì

=

ï

í

=

ï

î


取
[image: image459.wmf](1,1,2)

n

=

，又已知平面ABCD的一个法向量
[image: image460.wmf](0,0,1)

m

=

，

[image: image917.wmf]D


[image: image461.wmf]2

cos,

2

mn

mn

mn

×

\<>==

×


又二面角
[image: image462.wmf]PABC

--

为锐角，


[image: image463.wmf]\

所求二面角
[image: image464.wmf]PABC

--

的大小为
[image: image465.wmf]45

o


11．（06陕西卷）如图,α⊥β,α∩β=l , A∈α, B∈β,点A在直线l 上的射影为A1, 点B在l的射影为B1,已知AB=2,AA1=1, BB1= eq \r(2), 求:

 (Ⅰ) 直线AB分别与平面α,β所成角的大小; (Ⅱ)二面角A1－AB－B1的大小.


[image: image466]
解法一: (Ⅰ)如图, 连接A1B,AB1, ∵α⊥β, α∩β=l ,AA1⊥l, BB1⊥l, 

∴AA1⊥β, BB1⊥α. 则∠BAB1,∠ABA1分别是AB与α和β所成的角.

Rt△BB1A中, BB1= eq \r(2) , AB=2, ∴sin∠BAB1 =  eq \f(BB1,AB) =  eq \f(\r(2),2) . ∴∠BAB1=45°.

Rt△AA1B中, AA1=1,AB=2, sin∠ABA1= eq \f(AA1,AB) =  eq \f(1,2) , ∴∠ABA1= 30°.

故AB与平面α,β所成的角分别是45°,30°.

(Ⅱ) ∵BB1⊥α, ∴平面ABB1⊥α.在平面α内过A1作A1E⊥AB1交AB1于E,则A1E⊥平面AB1B.过E作EF⊥AB交AB于F,连接A1F,则由三垂线定理得A1F⊥AB, ∴∠A1FE就是所求二面角的平面角.

在Rt△ABB1中,∠BAB1=45°,∴AB1=B1B= eq \r(2). ∴Rt△AA1B中,A1B= eq \r(AB2－AA12) = eq \r(4－1) =  eq \r(3). 由AA1·A1B=A1F·AB得 A1F= eq \f(AA1·A1B,AB) =  eq \f(1×\r(3),2) =  eq \f(\r(3),2),

∴在Rt△A1EF中,sin∠A1FE =  eq \f(A1E,A1F) =  eq \f(\r(6),3) , ∴二面角A1－AB－B1的大小为arcsin eq \f(\r(6),3) .

解法二: (Ⅰ)同解法一.

(Ⅱ) 如图,建立坐标系, 则A1(0,0,0),A(0,0,1),B1(0,1,0),B( eq \r(2),1,0).在AB上取一点F(x,y,z),则存在t∈R,使得 eq \o(AF,\s\up6(→))=t eq \o(AB,\s\up6(→)) , 即(x,y,z－1)=t( eq \r(2),1,－1), ∴点F的坐标为( eq \r(2)t, t,1－t).要使 eq \o(A1F,\s\up6(→))⊥ eq \o(AB,\s\up6(→)),须 eq \o(A1F,\s\up6(→))· eq \o(AB,\s\up6(→))=0, 即( eq \r(2)t, t,1－t) ·( eq \r(2),1,－1)=0, 2t+t－(1－t)=0,解得t= eq \f(1,4) , ∴点F的坐标为( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4),  eq \f(3,4) ), ∴ eq \o(A1F,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4), eq \f(1,4),  eq \f(3,4) ). 设E为AB1的中点,则点E的坐标为(0, eq \f(1,2),  eq \f(1,2)). ∴ eq \o(EF,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4), eq \f(1,4)).

又 eq \o(EF,\s\up6(→))· eq \o(AB,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4), eq \f(1,4))·( eq \r(2),1,－1)=  eq \f(1,2) －  eq \f(1,4) －  eq \f(1,4) =0, ∴ eq \o(EF,\s\up6(→))⊥ eq \o(AB,\s\up6(→)), ∴∠A1FE为所求二面角的平面角.

又cos∠A1FE=  eq \f(\o(A1F,\s\up6(→))·\o(EF,\s\up6(→)),|\o(A1F,\s\up6(→))|·|\o(EF,\s\up6(→))|) =  eq \f((\f(\r(2),4)，\f(1,4)，\f(3,4))·(\f(\r(2),4)，－\f(1,4)，\f(1,4)),\r(\f(2,16)+\f(1,16)+\f(9,16)) ·\r(\f(2,16)+\f(1,16)+\f(1,16))) =  eq \f(\f(1,8)－\f(1,16)+\f(3,16),\r(\f(3,4)) ·\f(1,2)) =  eq \f(1,\r(3)) =  eq \f(\r(3),3) ,

∴二面角A1－AB－B1的大小为arccos eq \f(\r(3),3) .

12．（06四川卷）如图,长方体ABCD-
[image: image467.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

中，E、P分别是BC、
[image: image468.wmf]11

AD

的中点,

M、N分别是AE、
[image: image469.wmf]1

CD

的中点,
[image: image470.wmf]11

AD=AA,

a

=



 EMBED Equation.3  [image: image471.wmf]Ab=2,

a


（Ⅰ）求证：
[image: image472.wmf]11

MN//ADD;

A

平

面

；

（Ⅱ）求二面角
[image: image473.wmf]PAED

--

的大小；

（Ⅲ）求三棱锥P－DEN的体积。
[image: image918.wmf]1

B

解法一：（Ⅰ）证明：取
[image: image474.wmf]CD

的中点
[image: image475.wmf]K

，连结
[image: image476.wmf],

MKNK


∵
[image: image477.wmf],,

MNK

分别为
[image: image478.wmf]1

,,

AKCDCD

的中点

∵
[image: image479.wmf]1

//,//

MKADNKDD


[image: image919.wmf]F

∴
[image: image480.wmf]//

MK

面
[image: image481.wmf]11

ADDA

，
[image: image482.wmf]//

NK

面
[image: image483.wmf]11

ADDA


∴面
[image: image484.wmf]//

MNK

面
[image: image485.wmf]11

ADDA

∴
[image: image486.wmf]//

MN

面
[image: image487.wmf]11

ADDA


（Ⅱ）设
[image: image488.wmf]F

为
[image: image489.wmf]AD

的中点

∵
[image: image490.wmf]P

为
[image: image491.wmf]11

AD

的中点∴
[image: image492.wmf]1

//

PFDD

∴
[image: image493.wmf]PF

^

面
[image: image494.wmf]ABCD


作
[image: image495.wmf]FHAE

^

，交
[image: image496.wmf]AE

于
[image: image497.wmf]H

，连结
[image: image498.wmf]PH

，则由三垂线定理得
[image: image499.wmf]AEPH

^


从而
[image: image500.wmf]PHF

Ð

为二面角
[image: image501.wmf]PAED

--

的平面角。

在
[image: image502.wmf]RtAEF

D

中，
[image: image503.wmf]17

,2,

22

a

AFEFaAEa

===

，从而
[image: image504.wmf]2

2

2

1717

2

a

a

AFEFa

FH

AE

a

×

×

===


在
[image: image505.wmf]RtPFH

D

中，
[image: image506.wmf]1

17

tan

2

DD

PF

PFH

FHFH

Ð===


故：二面角
[image: image507.wmf]PAED

--

的大小为
[image: image508.wmf]17

arctan

2


（Ⅲ）
[image: image509.wmf]1

222

1

1115

4

2444

NEP

ECDP

SSBCCDaaaa

D

==×=××+=

矩

形


作
[image: image510.wmf]1

DQCD

^

，交
[image: image511.wmf]1

CD

于
[image: image512.wmf]Q

，由
[image: image513.wmf]11

AD

^

面
[image: image514.wmf]11

CDDC

得
[image: image515.wmf]11

ACDQ

^


∴
[image: image516.wmf]DQ

^

面
[image: image517.wmf]11

BCDA


∴在
[image: image518.wmf]1

RtCDD

D

中，
[image: image519.wmf]1
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55
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∴
[image: image520.wmf]1
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PDENDENPNEP
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image521.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image522.wmf]3

1

6
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方法二：以
[image: image523.wmf]D

为原点，
[image: image524.wmf]1

,,

DADCDD

所在直线分别为
[image: image525.wmf]x

轴，
[image: image526.wmf]y

轴，
[image: image527.wmf]z

轴，建立直角坐标系，则


[image: image528.wmf](
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[image: image920.wmf]1

C

∵
[image: image529.wmf],,,

EPMN

分别是
[image: image530.wmf]111

,,,

BCADAECD

的中点

∴
[image: image531.wmf]3
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（Ⅰ）
[image: image532.wmf]3
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MNa
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取
[image: image533.wmf](

)

0,1,0

n

=

r

，显然
[image: image534.wmf]n

^

r

面
[image: image535.wmf]11

ADDA



[image: image536.wmf]0

MNn

×=

uuuurr

，∴
[image: image537.wmf]MNn

^

uuuurr


又
[image: image538.wmf]MN

Ë

面
[image: image539.wmf]11

ADDA

∴
[image: image540.wmf]//

MN

面
[image: image541.wmf]11

ADDA


（Ⅱ）过
[image: image542.wmf]P

作
[image: image543.wmf]PHAE

^

，交
[image: image544.wmf]AE

于
[image: image545.wmf]H

，取
[image: image546.wmf]AD

的中点
[image: image547.wmf]F

，则
[image: image548.wmf],0,0

2
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F
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∵

设
[image: image549.wmf](
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，则
[image: image550.wmf],,,,,0
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又
[image: image551.wmf],2,0
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由
[image: image552.wmf]0
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uuuruuur

，及
[image: image553.wmf]H

在直线
[image: image554.wmf]AE

上，可得:
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解得
[image: image556.wmf]332
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即
[image: image559.wmf]HFAE
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∴
[image: image560.wmf]HP

uuur

与
[image: image561.wmf]HF

uuur

所夹的角等于二面角
[image: image562.wmf]PAED
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的大小
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故：二面角
[image: image564.wmf]PAED

--

的大小为
[image: image565.wmf]221
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（Ⅲ）设
[image: image566.wmf](
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为平面
[image: image567.wmf]DEN

的法向量，则
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又
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[image: image572.wmf](
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∴
[image: image573.wmf]P
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，
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∴
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13．如图，在正四棱柱
[image: image580.wmf]1111

ABCDABCD

-

中，
[image: image581.wmf]1

1,31

ABBB

==+

，
[image: image582.wmf]E

为
[image: image583.wmf]1

BB

上使
[image: image584.wmf]1

1

BE

=

的点。平面
[image: image585.wmf]1

AEC

交
[image: image586.wmf]1

DD

于
[image: image587.wmf]F

，交
[image: image588.wmf]11

AD

的延长线于
[image: image589.wmf]G

，求：

（Ⅰ）异面直线
[image: image590.wmf]AD

与
[image: image591.wmf]1

CG

所成角的大小；

（Ⅱ）二面角
[image: image592.wmf]11

ACGA

--

的正切值；

解[image: image921.wmf]1

D

法一：

（1）由
[image: image593.wmf]11

//

ADDGCGD

Ð

知

为异面直线
[image: image594.wmf]1

ADCG

与

所成的角。连接
[image: image595.wmf]1

CF

.因为AE和
[image: image596.wmf]1

CF

分别是平行平面
[image: image597.wmf]1111

ABBACCDD

和

与平面
[image: image598.wmf]1

AECG

的交线，所以
[image: image599.wmf]1

//

AECF

,由此可得
[image: image600.wmf]1

3

DFBE
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,再由
[image: image601.wmf]1

FDG

△

∽
[image: image602.wmf]FDA

△

得
[image: image603.wmf]1

3

DG

=


在
[image: image604.wmf]11
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6

CGD
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Ð=
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△

CDG

中

，

由

CD=1,DG=3

得


(2)作
[image: image605.wmf]1111

,

DHCGHFHFHCGDHF

^^Ð

于

，

连

接

，

由

三

垂

线

定

理

知

故

为二面角
[image: image606.wmf]11

FCGD

--

即二面角
[image: image607.wmf]11

ACGA

--

的平面角

在
[image: image608.wmf]1111

3

t3,

62

RGFDDGDGHDH

p

=Ð==

△

中

，

由

得

,从而

[image: image922.wmf]E


[image: image609.wmf]1

1

1

3

an2

3

2

DF

tDHF

DH

Ð===


解法二：

（1）由
[image: image610.wmf]11

//

ADDGCGD

Ð

知

为异面直线
[image: image611.wmf]1

ADCG

与

所成的角。因为
[image: image612.wmf]1

EC

和
[image: image613.wmf]AF

分别是平行平面
[image: image614.wmf]1111

BBCCAADD

和

与平面
[image: image615.wmf]1

AECG

的交线，所以
[image: image616.wmf]1

//

ECAF

,由此可得


[image: image617.wmf]111

4

AGAECB

p

Ð=Ð=

从而
[image: image618.wmf]11

31

AGAA

==+

，于是
[image: image619.wmf]1

3

DG

=


在
[image: image620.wmf]11

Rt

6

CGD

p

Ð=

11111

△

CDG

中

，

由

CD=1,DG=3

得


(2)在
[image: image621.wmf]1111

,

46

CAGAGC

pp

Ð=Ð=

11

△

ACG

中

，

由

知
[image: image622.wmf]11

ACG

Ð

为钝角，作
[image: image623.wmf]111

,

AHGCHAHGHAHAHA

^^Ð

1

交

GC

的

延

长

线

于

，

连

接

，

由

三

垂

线

定

理

知

故

为二面角二面角
[image: image624.wmf]11

ACGA

--

的平面角,在
[image: image625.wmf]1111

31

t31,

62

RAAGAGHAH

p

+

=+Ð==

△

HG

中

，

由

得

,从而
[image: image626.wmf]1

1

1

31

an2

31

2

AA

tAHA

AH

+

Ð===

+


[image: image923.wmf]A

解法三：（1）以
[image: image627.wmf]1

A

为原点，
[image: image628.wmf]11111

,,

ABADAA

所在直线分别为x轴，y轴和z轴建立如图所示的空间直角坐标系。

于是
[image: image629.wmf]003

A

（

，

，

＋

1

）

，
[image: image630.wmf]1

C(1,1,0)

，
[image: image631.wmf]D(0,1,3+1)

，
[image: image632.wmf]E(1,0,1)

，
[image: image633.wmf](0,1,0)

=

uur

AD

，
[image: image634.wmf]1

(0,1,1)

EC

=-

uuuur


因为
[image: image635.wmf]1

EC

和
[image: image636.wmf]AF

分别是平行平面
[image: image637.wmf]1111

BBCCAADD

和

与平面
[image: image638.wmf]1

AECG

的交线，所以
[image: image639.wmf]1

//

ECAF

，设
[image: image640.wmf](0,y,0)

G



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image641.wmf](0,,(31))

AGy

=-+

uuur


由
[image: image642.wmf]1

11

//

y

31

ECAG

uuuur

－

得

＝

－

(

＋

)

，于是
[image: image643.wmf]y=31

+


故
[image: image644.wmf]1

(0,31,0),(1,3,0)

GCG

+=-

uuuur

,设异面直线AD与
[image: image645.wmf]1

CG

所成的角的大小为
[image: image646.wmf]q

，则
[image: image647.wmf]1

1

3

cos

2

||||

ADCG

ADCG

q

×

==

×

uuuruuuur

uuuruuuur

,从而
[image: image648.wmf]6

p

q

=

。

（2）作
[image: image649.wmf]111

,

AHCGHGHAHAHA

^^Ð

于

，

由

三

垂

线

定

理

知

故

为二面角二面角
[image: image650.wmf]11

ACGA

--

的平面角,设
[image: image651.wmf](,,0),

Hab

uuur

1

则

AH=(a,b,0),



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image652.wmf]uuur

1

CH=(a-1,b-1,0)

，

由
[image: image653.wmf]11

AHCG

^

得
[image: image654.wmf]11

0

AHCG

×=

uuuuruuuur

,由此得
[image: image655.wmf]30()

abi

-=


又由
[image: image656.wmf]1

,,

HCG

共线得
[image: image657.wmf]11

//

CHCG

uuuuruuuur

，从而
[image: image658.wmf]11

1

3

ab

--

=

-

，于是


[image: image659.wmf]3(31)0()

abii

+-+=


联立（i）和（ii）得
[image: image660.wmf]33

4

a

+

=

,
[image: image661.wmf]31

4

b

+

=

,故
[image: image662.wmf]3331

(,)

44

H

++


由
[image: image663.wmf]22

1

333131

||()()

442

AH

+++

=+=

uuuur

，
[image: image664.wmf]1

||31

AA

=+

uuur

得

[image: image924.wmf]1

A


[image: image665.wmf]1

1

1

||

31

an2

||

31

2

AA

tAHA

AH

+

Ð===

+

uuur

uuuur


14．（05（福建卷））如图，直二面角D—AB—E中，四边形ABCD是边长为2的正方形，AE=EB，F为CE上的点，且BF⊥平面ACE.

（Ⅰ）求证AE⊥平面BCE；

（Ⅱ）求二面角B—AC—E的大小；

（Ⅲ）求点D到平面ACE的距离.


[image: image666.png]



解法一：(Ⅰ) ∵BF⊥平面ACE,∴BF⊥AE,∵二面角D-AB-E为直二面角,且CB⊥AB,

∴CB⊥平面ABE,∴CB⊥AE,∴AE⊥平面BCE

(Ⅱ)连结BD交AC于G,连结FG,∵正方形ABCD边长为2,∴BG⊥AC,BG=
[image: image667.wmf]2

,

∵BF⊥平面ACE,由三垂线定理的逆定理得FG⊥AC,∴∠BCF是二面角B-AC-E的平面角,

由(Ⅰ)AE⊥平面BCE,∴AE⊥EB.又∵AE=EB,∴在等腰直角三角形中,BE=
[image: image668.wmf]2

.

又∵直角三角形BCE中,EC=
[image: image669.wmf]22

6

BCBE

+=

,BF=
[image: image670.wmf]2223

3

6

BCBE

EC

×´

==


∴直角三角形BFG中,sin∠BGF=
[image: image671.wmf]23

6

3

3

2

BF

BG

==

,∴二面角B-AC-E等于arcsin
[image: image672.wmf]6

3

.

,(Ⅲ)过E作EO⊥AB交AB于O,OE=1,∵二面角D-AB-E为直二面角,∴EO⊥平面ABCD.

设D到平面ACE的距离为h,∵
[image: image673.wmf]DACEEACD

VV

--

=

,∴
[image: image674.wmf]11

33

ACEACD

ShSEO

×=×

VV

.

∵AE⊥平面BCE,∴AE⊥EC.∴h=
[image: image675.wmf]11

221

23

22

11

3

26

22

ADBCEO

AEEC

××´´´

==

×´´

.

∴点D点D到平面ACE的距离为
[image: image676.wmf]23

3

.

解法二：(Ⅰ)同解法一.

(Ⅱ)以线段AB的中点为原点O,OE所在直线为x轴,AB所在直线为y轴,过O点平行于AD的直线为z轴,建立空间直角坐标系O-xyz,如图

∵AE⊥平面BCE,BE
[image: image677.wmf]Ì

面BCE,∴AE⊥BE,在直角三角形AEB中,AB=2,O为AB的中点

∴OE=1,A(0,-1,0),E(1,0,0),C(0,1,2),
[image: image678.wmf](1,1,0),(0,2,2)

AEAC

==

uuuruuur




[image: image679.png]



设平面AEC的一个法向量
[image: image680.wmf]n

r

=(x,y,z),则
[image: image681.wmf]0

0,

AEn

ACn

ì

×=

ï

í

×=

ï

î

uuurr

uuurr

即
[image: image682.wmf]0

220,

xy

yz

+=

ì

í

+=

î

解得
[image: image683.wmf],

.

yx

zx

=-

ì

í

=

î


令x=1,得
[image: image684.wmf]n

r

=(1,-1,1)是平面EAC的一个法向量,又平面BAC的一个法向量为
[image: image685.wmf]m

ur

=(1,0,0),    

∴cos(
[image: image686.wmf],

mn

urr

)=
[image: image687.wmf]13

3

||||

3

mn

mn

×

==

×

urr

urr


∴二面角B-AC-E的大小为arccos
[image: image688.wmf]3

3

.

(Ⅲ)∵AD∥z轴,AD=2,∴
[image: image689.wmf](0,0,2)

AD

=

uuur

,∴点D到平面ACE的距离

d=|
[image: image690.wmf]AD

uuur

|
[image: image691.wmf]||223

|cos|

3

||

3

ADn

ADn

n

×

×á×ñ===

uuuurr

uuuurr

r

.

15．（05山东卷）[image: image925.wmf]B

如图，已知长方体
[image: image692.wmf]1111

,

ABCDABCD

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image693.wmf]1

2,1,

ABAA

==

直线
[image: image694.wmf]BD

与平面
[image: image695.wmf]11

AABB

所成的角为
[image: image696.wmf]30

°

，
[image: image697.wmf]AE

垂直
[image: image698.wmf]BD

于
[image: image699.wmf]E

，
[image: image700.wmf]F

为
[image: image701.wmf]11

AB

的中点.

（I）求异面直线
[image: image702.wmf]AE

与
[image: image703.wmf]BF

所成的角；

（II）求平面
[image: image704.wmf]BDF

与平面
[image: image705.wmf]1

AAB

所成的二面角；

（III）求点
[image: image706.wmf]A

到平面
[image: image707.wmf]BDF

的距离.

解法一：在长方体
[image: image708.wmf]1111

ABCDABCD

-

中，以
[image: image709.wmf]AB

所在的直线为
[image: image710.wmf]x

轴，以
[image: image711.wmf]AD

所在的直线为
[image: image712.wmf]y

轴，
[image: image713.wmf]1

AA

所在的直线为
[image: image714.wmf]z

轴建立如图示空间直角坐标系

由已知
[image: image715.wmf]1

2,1,

ABAA

==

可得
[image: image716.wmf](0,0,0),(2,0,0)

AB

，
[image: image717.wmf](1,0,1)

F


又
[image: image718.wmf]AD

^

平面
[image: image719.wmf]11

AABB

，从而
[image: image720.wmf]BD

与平面
[image: image721.wmf]11

AABB

所成的角为
[image: image722.wmf]30

DBA

Ð=°

，又
[image: image723.wmf]2

AB

=

，
[image: image724.wmf]AEBD

^

，
[image: image725.wmf]23

1,

3

AEAD

==

从而易得
[image: image726.wmf]1323

,,0,0,,0

223

ED

æöæö

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø


（I）因为
[image: image727.wmf](

)

13

,,0,1,0,1

22

AEBF

æö

==-

ç÷

ç÷

èø

uuuruuur

所以
[image: image728.wmf](

)

cos,

AEBF

AEBF

AEBF

×

=

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur

=
[image: image729.wmf]1

2

2

4

2

-

=-


易知异面直线
[image: image730.wmf]AEBF

、

所成的角为
[image: image731.wmf]2

arccos

4


（II）易知平面
[image: image732.wmf]1

AAB

的一个法向量
[image: image733.wmf](0,1,0)

m

=

ur

设
[image: image734.wmf](,,)

nxyz

=

r

是平面
[image: image735.wmf]BDF

的一个法向量，
[image: image736.wmf]23

(2,,0)

3

BD

=-

uuur

由
[image: image737.wmf]0

0

nBFnBF

nBDnBD

ìì

^×=

ïï

Þ

íí

^×=

ïï

îî

ruuurruuur

ruuurruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image738.wmf]0

23

20

3

xz

xy

-+=

ì

ï

Þ

í

-=

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image739.wmf]3

xz

xy

=

ì

ï

Þ

í

=

ï

î


即
[image: image740.wmf](

)

1,3,1

n

=

r


∴
[image: image741.wmf]15

cos,

5

mn

mn

mn

×

==

urr

urr

urr


即平面
[image: image742.wmf]BDF

与平面
[image: image743.wmf]1

AAB

所成的二面角的大小（锐角）为
[image: image744.wmf]15

arccos

5


（III）点
[image: image745.wmf]A

到平面
[image: image746.wmf]BDF

的距离，即
[image: image747.wmf]AB

uuur

在平面
[image: image748.wmf]BDF

的法向量
[image: image749.wmf]n

r

上的投影的绝对值，

∴距离
[image: image750.wmf]cos,

dABABn

=×

uuuruuurr

=
[image: image751.wmf]25

5

ABn

n

×

=

uuurr

r

所以点
[image: image752.wmf]A

到平面
[image: image753.wmf]BDF

的距离为
[image: image754.wmf]25

5


解法二：(I)连结B1D1，过F作B1D1的垂线，垂足为K

∵BB1与两底面ABCD，A1B1C1D1都垂直

∴
[image: image755.wmf]1

1111

1111

FKBB

FKBDFKBDDB

BDBBB

^

ü

ï

^Þ^

ý

ï

=

þ

I

平

面


[image: image926.wmf]C

又
[image: image756.wmf]1

11

1

AEBB

AEBDAEBDDB

BBBDB

^

ü

ï

^Þ^

ý

ï

=

þ

I

平

面


因此FK∥AE

∴∠BFK为异面直线BF与AE所成的角

连结BK，由FK⊥面BDD1B1得FK⊥BK

从而△BKF为Rt△

在Rt△B1KF和Rt△B1D1
[image: image757.wmf]1

a

中，由
[image: image758.wmf]11

111

AD

FK

BFBD

=

得


[image: image759.wmf]111

22

11

2

1

31

1

3

2

2

2

2(3)

3

ADAB

ADBF

FK

BDBD

´

·

·

====

+


又BF=
[image: image760.wmf]2


∴
[image: image761.wmf]cos

∠BFK=
[image: image762.wmf]2

4

FK

GF

=


∴异面直线
[image: image763.wmf]AEBF

、

所成的角为
[image: image764.wmf]2

arccos

4


(II)由于DA⊥面AA1B，由A作BF的垂线AG，垂足为G，连结DG，由三垂线定理知BG⊥DG

∴∠AGD即为平面BDF与平面AA1B所成二面角的平面角。且∠DAG=90°

在平面AA1B中，延长BF与AA1交于点S

∵F为A1B1的中点，A1F
[image: image765.wmf]1

2

//

AB

=


∴A1、F分别为SA、SB的中点，即SA=2A1A=2=AB

∴Rt△BAS为等腰三角形，垂足G点实为斜边SB的中点F，即G、F重合。

易得AG=AF=
[image: image766.wmf]1

2

SB=
[image: image767.wmf]2


在Rt△BAS中，AD=
[image: image768.wmf]23

3



[image: image769.wmf]2

3

6

3

tan

3

2

AD

AGD

AG

Ð===


∴∠AGD=
[image: image770.wmf]6

arctan

3


即平面BDF与平面AA1B所成二面角(锐角)的大小为
[image: image771.wmf]6

arctan

3

。

(III)由(II)知平面AFD是平面BDF与平面AA1B所成二面角的平面角所成的平面。

∴面AFD⊥平面BDF

在Rt△ADF中，由A作AH⊥DF于H，则AH即为点A到平面BDF的距离

由AH·DF=AD·
[image: image772.wmf]a

得

AH=
[image: image773.wmf]22

2

32

25

3

5

2

(3)(2)

3

ADAF

AH

DF

´

·

===

+


所以点
[image: image774.wmf]A

到平面
[image: image775.wmf]BDF

的距离为
[image: image776.wmf]25

5


16．（04天津卷）如图，在四棱锥
[image: image777.wmf]ABCD

P

-

中，底面ABCD是正方形，侧棱
[image: image778.wmf]^

PD

底面ABCD，
[image: image779.wmf]DC

PD

=

，E是PC的中点，作
[image: image780.wmf]PB

EF

^

交PB于点F。

[image: image927.wmf]D


(I)证明 
[image: image781.wmf]∥

PA

平面
[image: image782.wmf]EDB

；


(II)证明
[image: image783.wmf]^

PB

平面EFD；


(III)求二面角
[image: image784.wmf]D

-

PB

-

C

的大小。

方法一：

(I) 证明：连结AC，AC交BD于O。连结EO。

[image: image928.wmf]1

B


  
[image: image785.wmf]Q


底面ABCD是正方形，
[image: image786.wmf]\

点O是AC的中点

在
[image: image787.wmf]PAC

D

中，EO是中位线，
[image: image788.wmf]PAEO

\

∥

。

而
[image: image789.wmf]EO

Ì

平面EDB且
[image: image790.wmf]PA

Ë

平面EDB，

所以，
[image: image791.wmf]PA

∥

平面EDB。                              。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。3分

(II)证明：
[image: image792.wmf]PD

^

Q

底在ABCD且
[image: image793.wmf]DC

Ì

底面ABCD，
[image: image794.wmf].

PDDC

\^



[image: image795.wmf]DEPC

\^

                           ①

同样由
[image: image796.wmf]PD

^

底面ABCD，得
[image: image797.wmf].

PDBC

^



[image: image798.wmf]Q


底面ABCD是正方形，有
[image: image799.wmf],

DCBCBC

^\^

平面PDC

而
[image: image800.wmf]DE

Ì

平面PDC，
[image: image801.wmf].

BCDE

\^

        ②           。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。6分

由①和②推得
[image: image802.wmf]DE

^

平面PBC

而
[image: image803.wmf]PB

Ì

平面PBC，
[image: image804.wmf]DEPB

\^


又
[image: image805.wmf]EFPB

^

且
[image: image806.wmf]DEEFE

=

I

，所以
[image: image807.wmf]PB

^

平面EFD   。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。8分

(III)解：由(II)知，
[image: image808.wmf]PBDF

^

，故
[image: image809.wmf]EFD

Ð

是二面角
[image: image810.wmf]CPBD

--

的平面角

由(II)知，
[image: image811.wmf],

DEEFPDDB

^^


设正方形ABCD的边长为
[image: image812.wmf]a

，则
[image: image813.wmf],2,

PDDCaBDa

===



[image: image814.wmf]22
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在
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底面ABCD是正方形，
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17．（04广东卷）[image: image930.wmf]1
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如右下图，在长方体
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解：（I）以A为原点，
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（II）设EC1与FD1所成角为β，则
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18．（04湖北卷）如图，在棱长为1的正方体ABCD—A1B1C1D1中，点E是棱BC的中点，点F是棱

CD上的动点.

（I）试确定点F的位置，使得D1E⊥平面AB1F；

（II）当D​1E⊥平面AB1F时，求二面角C1—EF—A的大小（结果用反三角函数值表示）.
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解法一：（I）连结A1B，则A1B是D1E在面ABB1A；内的射影[image: image931.wmf]1

D


    ∵AB1⊥A1B，∴D1E⊥AB1，


于是D1E⊥平面AB1F
[image: image885.wmf]Û

D1E⊥AF.


连结DE，则DE是D1E在底面ABCD内的射影.


∴D1E⊥AF
[image: image886.wmf]Û

DE⊥AF.


∵ABCD是正方形，E是BC的中点.


∴当且仅当F是CD的中点时，DE⊥AF，


即当点F是CD的中点时，D1E⊥平面AB1F.…………6分


（II）当D1E⊥平面AB1F时，由（I）知点F是CD的中点.


又已知点E是BC的中点，连结EF，则EF∥BD. 连结AC，


设AC与EF交于点H，则CH⊥EF，连结C1H，则CH是


C1H在底面ABCD内的射影.


C1H⊥EF，即∠C1HC是二面角C1—EF—C的平面角.


在Rt△C1CH中，∵C1C=1，CH=
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∴∠C1HC=arctan
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故二面角C1—EF—A的大小为
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解法二：以A为坐标原点，建立如图所示的空间直角坐标系


（1）设DF=x，则A（0，0，0），B（1，0，0），D（0，1，0），


A1（0，0，1），B（1，0，1），D1（0，1，1），E
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（1）当D1E⊥平面AB1F时，F是CD的中点，又E是BC的中点，连结EF，则EF∥BD. 连结AC，设AC与EF交于点H，则AH⊥EF. 连结C1H，则CH是C1H在底面ABCD内的射影.


∴C1H⊥EF，即∠AHC1是二面角C1—EF—A的平面角.
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的大小为

故二面角
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